PROYECTO MATEM UCR

Formas indeterminadas y la regla de L "Hdpital

En secciones anteriores se calcularon limites de algunas formas indeterminadas
. 0 oo . . S
del tipo o = y o —oo, recurriendo a procesos algebraicos de factorizacion y
o0

racionalizacion.

Por ejemplo, al calcular el limite lim se encuentra una forma indeterminada del

1 3x-3
.0
tipo — :
P 0

tim L g D) el 2
-l 3x—3 ol 3(X_1) -l 3 3

Cuando se calculan limites de funciones trascendentes (trigonométricas,

exponenciales y logaritmicas), en algunos casos también se pueden utilizar estas
2

X

.. . .oer—1 ., .
técnicas. Por ejemplo, al calcular lim también se debe trabajar con una forma

X—>0 —

e’ —1

. . 0 .
indeterminada o y se puede hacer de la siguiente manera:

1 1
2 e —1| e +1
ex — 1 Z

lim——— =lim - =lim| e*+1|=1+1=2

X X—0 — X—>©0

e*—1 er—1
Sin embargo, no todas las indeterminaciones se pueden resolver mediante este

tipo de manipulaciones algebraicas, sobre todo si se involucran tanto funciones
algebraicas como trascendentes.

. . X . . 0
Ejemplo lim——, es una forma indeterminada — y no se puede resolver
X—0 ln X o0

mediante manipulaciones algebraicas.

Para resolver este tipo de limites se aplicara el teorema conocido como la Regla
de L 'Hopital, el cual se puede enunciar de la siguiente manera:

Sea I un intervalo abierto que contiene al namero c¢. Si £y g son funciones

f(lx
derivables I, excepto tal vez en el mismo nimero cy el limite lim% produce una de
X—>cC g X
flx f(x
las formas indeterminadas 0 0 f, entonces lirnL = lim# siempre y cuando
o0 X—>cC g(X) X*)Cg (X)

este ultimo limite exista (o sea infinito).
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La regla de L'Hopital también es valida para limites inilaterales, es decir, si en
lugar de x— a se tiene x— a', o bien x— a . Este resultado también es cierto si el

. f(x . . 0 o0

limite limL) produce una de las formas indeterminadas — o —, entonces
. flx) . f(x . . .

lim = lim si este ultimo existe o es infinito.

X0 g X X—®0 g'(X)

En el caso en que f(c)=g(c)=0, las derivadas de £y g son continuas y

ademas g'(c)# 0, es facil verificar que el teorema es cierto, de la siguiente manera:

£(x)- (o)
tim ) g A0 A=A xee
weg(x) e g(x)-0 v g(x)-g(e) e g(x)-g(c)
fim f(X)— f(c
e xee 9. 7(¥)
i &K -gle)  g(e) e g(x)

La demostracion del caso general de esta regla sale de los objetivos del curso,
por lo tanto no se incluira en este documento.

Ejemplos Calcule los siguientes limites usando, de ser posible, la regal de
L'Hopital:

. X - ) )
a lim Forma indeterminada —
x—1 3X_
X -1 2x 2
lim =lim—=—
-1 3 x— 3 x—1 3 3
2
.oer - . .
b lim - Forma indeterminada —
e —1
2 2 2
= ex.— )
Loev—1 . . -
lim - = lim - X =lim2e*=2-1=2
X0 X0 1 X—>0
e —1 er-—
X
N ¢ . . o0
C. lim— Forma indeterminada —
o n x o
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lim —% = lim - = lim x= 4o

X—>+0 ln X X—>+00 X—>+00
X
. 24X . . 0
d. lim ——— Forma indeterminada —
x>0 x4 @ ¥ 00
. 24X , 2x . ) . 0
lim ——— = lim —— se obtiene nuevamente una forma indeterminada —
oo xt et o] g 0
= lim =0
x>0 @ X
. sen x
e. lim ————

w7 1—cos x
En este caso no se puede usar la regla de L"Hopital, ya que no se cumplen las
hipotesis, pero el limite se puede calcular evaluando directamente.

fim X _9_
wr l—cosx 2

Otras formas indeterminadas:

1. Diferencias indeterminadas Forma oo —o0

Al calcular el limite lim (——csc Xj se obtiene una diferencia indeterminada ya que
~0M\ X

.1 : .y
lim— =+ y limcsc x=+c0. En este caso se busca transformar la expresion en una

0" x 10"

. . . o 0 .
que lleve a un cociente indeterminado — o o para poder aplicar el teorema de

o0
L'Hopital:

) 1 ) 1 1 . senx—x 0
lim| ——cscx|=lim| —— =lim—— Forma —
0\ X 0"\ X senx/ x>0 Xxsenx 0

. senx—x . cos x—1 0
lim = lim Forma —
0" xsenx  0'sen X+ XCcos x 0

. cos x—1 . —sen x 0
lim = lim =—=0
0" sen X+ XCosS X 0" cOS X+ CoS X— xsenx 2

0\ x

Por lo tanto lim (l —csc XJ =0
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2. Productos indeterminados Forma o-0

Al calcular el limite lim(Xfr"‘) se obtiene un producto indeterminado ya que lim x=o0

X—0 X—0

y lime“=0. Se debe buscar una expresion equivalente que lleve a un cociente

X0

. . o 0 . TTA .
indeterminado — o — para poder aplicar el teorema de L"Hopital. En estos casos es util

recordar que - g=—=

~ | —|og

1
g

Aplicando lo anterior se tiene que

. _ . X . X 0
hm(xe ") =lim— =1lim— Forma —
x>0 x>0 x>0 @® 0
e—X
ox 1
Iim—=lim—=0
X—00 eX X—>0 eX

Por lo tanto, lim(xe"‘) =0.

X—0

3. Potencias indeterminadas: Forma 0°, 17, «’

Al calcular el limite lim(cot X)Se“ se obtiene una potencia indeterminada ya que

x—>0"

. . COSX : . .
lim cot x= lim =400 y limsen x=0. Se debe buscar una expresion equivalente
10" 0" sen x 10"

que lleve a un cociente indeterminado y poder aplicar el teorema de L"Hopital.

_ _bhna

En estos casos es (til recordar que si 2 es un nimero positivo, a” = ¢ y en general,
%) n X <0 x)In X
si £(x)>0, [ £(x)]" =TI 2 gl

Por lo anterior, para calcular el limite lim (cot X)Se“ se puede hacer la siguiente

x—0"
transformacion:

lim (cot x)""" = lim "
x—0" x—0"

_ llm esen(x)ln(cot x)

x—0"
lim [sen(x)ln(cot X)] . .
=e° esta ultima igualdad se cumple porque

£ ( X) = " es una funcion continua.
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Ahora se puede trabajar con el limite lim [sen(x) In(cot X)], el cual es una

x—0
forma «-0:

i . In(cotx . In(cotx o0
lim sen(X) ln(cot X) = lim ( ) = lim ( ) forma —
x->0" x—-0" 1 0" CSC X o0

sen ( x)
—.—csc’ x !

. In(cotx) o . csex .. . senx O
lim ( ):hm cot x = lim > = lim Sean = lim > =—=0
0" CSC X x-0" —cscxcotx 0 cot" x 0 cosTx 0 cost x 1

sen” x
. sen x limJr [sen(x) ln(cot X)] 0
Por lo tanto, lim (cotx)™ =e~* =& =1
x—0"
EJERCICIOS

Calcule los siguientes limites:

. 1=
L. 111{1{%( R/0 27. ]1'mxcot(2x) R/l
7 W) 10 2
08, I l—cos(xz) R/l
2. iy tenzx R/ = . le‘)])fzsen()f) 2
x—>-2 x+2
3. iy A2 R/ -1 29. lz'n{l— 1 j RIL
x50 x+ Sen(3x) 4 o\ x e'—1 2
X +3x—4 30 ]IM(L_LJ R/_l
1 ; 1 X
5. . sen x R/ - 31. Iim| — ——— R/-1
032 + 2x 2 ©\Inx Inx
In(cos ax) aY 32. lim x b R/l
6. i) R/H . i —— - RIS
0 In (cos bx) b
; 1 1 1
7 ™I gy 33. {!ﬁ{m‘—x_J 5
>0 x—sen x
R s 1
8. VneR'.lim= 1 R/l 34. {gzo{cotx—;j R/0
ol x'—1 n
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9. II'IH)Z+X R/0 35, IJ'mX(e +1)—2(e —1) R/l
X—>+00 *0 A} 6
1
o Inx 1 %( * 1
x—0 e
37. Ilim(cot x)™" R/1
1. IlimJxInx R/0 “0( )
x—0" X
38, lz?y(lnlj R/1
12.  lim xe¢” RIO IN X
13, lim—>— R/-1 7 !
T 0] et 39. 11'111(561] Xj" Rie*®
x—0 X
14. ]Illnﬁx R/O (a+ )X_ X 1
e e 40. lim (a>0) R/I—
\/} x—0 a
15. lim—— R/+w
X~>+oc1nX
16, fmloXtinx o 1 41, mn(—"‘lj R/ &2
o1y —3x+2 6 oo\ x+1
1 . L, a—1
¢ —— 42. SiaeR",lim R/ Ina
17. Ilim X R/1 =0 X
X 43. lim x* R/l
18 I cos (sen x)—cos x R/}
- 2 5 44. ]1'111()(—\//&}—1) R/0
L e —-e” :
19. lim R/2 45. Jlimx" R/0
=0 sen x 0"
20, Iim XX Ry 46. Iim2* RIo
x>0 X—Sen x X—>+00 3X
)y 47, 1m22E Rio
21. ]1’1111(1—X)tan(—j R/0 ot 3
x> Via
48. limx™ R/
x—1
__In( sen x) 1
22. Im———5 R/-2 49. limi/? R/

Hg(ﬂ—ZX)z 8
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23 ]1,11] X— arc3sen X
x>0 sen” x
24, [m S tsen -l

0 In(1+ y)

ln(l + lj
25. lim——*/ R/l

x> arccot x

26. IJ?n(X—l)ln(X— 1)

x-l*

RI-L
6

R/2

R/0

50.

51.

52.

53.

Demuestre que

Va,be R+,]1?na b —n?
x—0 X b

Demuestre que

VxeR, lim (1+1‘J — e
n—+w0 n

Demuestre que

b
Va,beR, ]1’111(1 + aX)} ="

x—0"

Calcule valores reales de n para

que II?H(H)H—IJ =9 n !

4o\ nx—1 - E




