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Al
Tema: Integrales impropias.

Objetivos:

e Clasificar las integrales impropias segin su especie: primera, segunda o tercera
especie.

e Calcular integrales impropias utilizando su definicion mediante limites de la forma
lim f(x), lim f(x) o lim f(x).
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e Determinar si las integrales impropias convergen o divergen.

Elaborado por:

Profa. Elizabeth Diaz G. y Salomo6n Hernandez Ch.

Integrales propias

La estudiante y el estudiante ya han enfrentado situaciones en las que deben calcular
integrales definidas utilizando la definicion:

Ejemplo 1

Utilice sumas de Riemann para calcular E(ZXZ +3) dx -

En este caso para la funcién f cuyo criterio esta dado por f (x)=2x?+3, se tiene que f
es continua en [—1, 2] y la longitud del intervalo es finita, es decir la longitud de [—1, 2]

es 2——1=3; aestas integrales se les denomina propias. EIl razonamiento que se presenta
a continuacion es familiar para el estudiantado por lo que se omitiran algunos detalles:

2 o m2—-(-)) 3 L]
fl(2x2+3)dx_im;—n : 2(_1+Fj +3|=



6i 9i2) | .. "3 12i  18i2
I|m 1—— — [+3 =|Im J2-—+—+3|=

n 3 12i 18i*) .. (15n 36 n(n+1) 54 n(n+D)(2n+1)
— 5—— —_— :Ilm — T3 +—3' =
n n—ol N n 2 n 6

n2

1 1 1
n2[1+} n3(l+j(2+)
36 n) 54 n n _15_§ 54.3215
2 2 6

Por lo tanto I_Zl(ZXZ +3) dx =15, donde su interpretacion geométrica es el area acotada

entre la graficade f yel eje x como se muestra en la figura
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Ejemplo 2
Calcule J'4 h(x) dx ; donde
-1

2x*+3 si -2<x<0
h(x) = 1 si 0<x<2-
In(x) si 2<x<4

En este caso la funcidon h presenta tres discontinuidades en [—1, 2] , COMo se observa en la

representacion gréafica

En tales circunstancias el intervalo de integracion debe partirse en [-1,0], [0,2]y [2,4],
donde h es continua en cada uno de esos intervalos de longitud finita, entonces
flh(x) dX=J’_012x2 +3dx+j021dx+j:|n(X) dx; por lo tanto f:h(x) dx también se conoce

como propia.



Ahora bien, se van a extender algunas caracteristicas y el concepto de integral definida
considerando funciones con discontinuidades infinitas (aquellas que presentan asintotas
verticales) o en integrales definidas en intervalos de longitud infinita, este tipo de integrales
se denominan impropias.

Integrales impropias de primera especie

Las integrales de este tipo tienen la forma If(x) dx, [f()dx y [f(x)dx, donde el

estudiante debe realizar una asociacion directa con limites para decidir si la integral
converge o diverge de acuerdo con la existencia o no existencia del limite, respectivamente.

Ejemplo 3

Clasifique la siguiente integral segin su especie. Determine si ésta converge o diverge
calculando sus respectivos limites:
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I=J‘£7 XEX jdx; a>0.
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Notese que | tiene la forma de las integrales mencionadas. Por otro lado, es importante
destacar que I no se indefine en a (pues es mayor que 0), de lo contrario se deberia
considerar como una integral de tercera especie. Ahora bi
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Como le limite no existe, se tiene que | diverge.
Ejemplo 4

Clasifique la siguiente integral segin su especie. Determine si ésta converge o diverge
calculando sus respectivos limites:
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Considerando f(x):ﬁ, donde f es continua en [3,oo[, entonces | se clasifica
x(Inx

como una integral impropia de primera especie. Luego
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Como el limite existe, entonces | converge a 3
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Integrales impropias de segunda especie

Se clasifican de segunda especie aquellas integrales de funciones no acotadas (que
presentan una discontinuidad infinta) en uno o varios puntos del intervalo [a,b]. En dado
caso se requiere hacer un analisis especifico en esos puntos donde la funcién no es acotada.

Ejemplo 5

Clasifique la siguiente integral segin su especie. Determine si ésta converge o diverge
calculando sus respectivos limites:




Note que f(x)=——

2

se indefine en x =1, no obstante, como Ase esta considerando

en [0, 2] , entonces la integral se clasifica como una integral impropia de segunda especie y

se procede de la siguiente manera
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Por lo tanto A diverge. A continuacion se expone la representacion grafica de f
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Ejemplo 6

Clasifique la siguiente integral segin su especie. Determine si ésta converge o diverge
calculando sus respectivos limites:
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entonces la integral se clasifica como una integral impropia de segunda especia, luego

Se tiene que f(x)= se indefine en x=2, ademas f es continua en [0,2[,
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Como el limite existe, entonces A converge a >

Integrales impropias de tercera especie

También se les conoce como integrales mixtas, pues son integrales que presentan las
caracteristicas de las integrales de primera y segunda especie, por ejemplo
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entonces B se define como una integral indefinida de tercera especie. Luego si

Notese que si f(x) = f es continua en ]0,-+oo] con una asintota vertical x=0,

u=+/x=du =idx, entonces
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Como el limite existe, entonces B convergea .



Para efectos de evaluacion, es importante aclarar que en ninguno de los tres casos se
consideraran los criterios de convergencia, ya que el principal objetivo es que el estudiante
comprenda por qué y para qué se considera la notacion de limite, también como
recomendacion metodologica el o la docente puede recurrir a una representacion gréafica
que le ayude al estudiantado a reforzar sus conocimientos.

A continuacidn se presenta una seleccion de ejercicios que le permitiran poner en practicas
los conocimientos adquiridos, donde el o la estudiante debe clasificar cada una de las
integrales segun su especie y determinar si éstas convergen o divergen calculando sus
respectivos limites.

Ejercicios tomados de Célculo Trascendentes Tempranas de Zill, D. y Wright, W. (2011)
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Ejercicios tomados de Ejercicios de Calculo Limites de Avila, F. (2003)
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Ejercicios tomados de Introduccion al analisis real en una variable, de Piza, E. (2006)
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