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Capitulo 1

INTEGRALES IMPROPIAS

1.1. Integrales impropias por paso al limite

Iniciemos este tema discutiendo el siguiente problema:
“S1 se tiene un satélite que tiene una masa de una tonelada o 1000 kg sobre
la superficie terrestre, scudnto trabajo se requiere para colocar el satélite en
una drbita a 1000 km ¢ 1000000 m de distancia de la superficie terreste?”

Solucién: De la teoria de atraccion gravitacional desarrollada por New-
ton, sabemos que la fuerza con la que un cuerpo es atraido hacia la Tierra
(su peso) es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia del objeto

al centro del planeta, asi la fuerza F(d) ejercida por la gravedad terrestre es:
k

2

Dado que el satélite pesa 1000 kg, y el radio medio de la Tierra es de

F(d)

6371000 m, se tiene entonces que:

F(d) = %
k
mog =5
1000 kg - 9, 78— = b
s (6371000 m)?

kgm?

k = 3,9696668898 x 10'"——

S
1
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De la fisica elemental sabemos que un cambio en el trabajo equivale al pro-
ducto de la fuerza requerida y el incremento en la distancia, que en términos

matemdticos se exrpresa como:
AW = (fuerza) - (incremento en la distancia) = F - Ad

Asi, para este caso se tendria que:

3, 9696668898 x 10'7
2 '

luego para propulsar el satélite desde dy = 6371000m hasta dy = 7371000 m,

el trabajo total realizado corresponde a:

AW = F(d) - Ad = Ad

BI00m 3 9696668898 x 1017HLI
W = / S dd
d?
6371000 m
| 3,9696668898 x 1017441 7371000m
B d 6371000 m

= —53855201326,8 J + 62308380000 .
— 8453178673,18 J
~ 8453,18MJ

Este problema resulta interesante, mds no tanto como el siguiente:
¢ ‘Cudnto trabajo es necesario para colocar una sonda con las mismas ca-
racteristicas del satélite del problema anterior a una distancia infinita de la

Tierra?

Soluciéon: Antes de responder, valdria preguntarse si se requerird una
cantidad infinita de energia para que una sonda lanzada desde la Tierra
recorra una distancia infinita, si como establecimos anteriormente, el trabajo
es 1qual al producto de la fuerza aplicada por el incremento en la distancia.
Experimentalmente sabemos que no puede ser infinita la cantidad de energia

requerida pues desde los anos 70 se han estado enviando sondas al espacio
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exterior y €stas recorren distancias cada vez mayores...
Razonando en forma similar a la solucion del problema anterior, bastaria
resolver la siguiente integral, en la que se ha sustituido el valor de 7371000 m

por +00, veamos:

+0 3 9696668898 x 1017k
W o= 2 dd
d2
6371000 m
3
) M- 3,0696668898 x 1017rLm
= lim 5 5 dd
M=+00 /6371000 m d
3
—3,9696668898 x 1017ALM A
= lim -
M-+ d 6371000 m
 —3,9696668898 x 1017k
= lim 2 1 62308380000 .J
M—+o00 M
— 62308380000 .J

~ 62308,38 M.J

Esto es apenas unas 7,37 veces lo que nos ha dado la respuesta del ejercicio
anterior. Una integral en la que al menos uno de los limites de integracion
es infinito y su resultado es una cantidad finita, tal como la que hemos calcu-

lado, recibe el nombre de integral impropia de primera especie convergente.

Hasta ahora, las integrales definidas que se han estudiado por medio del

teorema fundamental del cdlculo, son del tipo: fabf(:z;‘)dm, donde:
1. El intervalo [a,b] es finito.
2. La funcion f es acotada en |[a,b.
3. La funcion f es continua en |a,b.

Llamamos integrales impropias a aquellas que no cumplen estos requeri-

mientos, estas tienen alguna(s) de las siguientes dos condiciones:

1. Uno o ambos limites de integracion es infinito, a este tipo de integrales

se les llama de primera especie.




4 CAPITULO 1. INTEGRALES IMPROPIAS

2. f tiene un niumero finito de discontinuidades infinitas en el intervalo

la,b], a este tipo de integrales se les llama de segunda especie.

Integrales que tengan simultdineamente las condiciones de las de primera

y sequnda especie, se les llama: integrales impropias de tercera especie.

Definicion: Integrales impropias de primera especie:

Si la integral propia f; f(x)dz existe para cada b > a, se define una nueva

funcién I como sigue:
I(b) = fabf(a:)da: paracadab > a

La integral asi definida recibe el nombre de integral infinita o impropia de pri-
mera especie y se indica por medio del simbolo faoo f(z)dx. La integral se dice
que es converygente si el [imite:
blirglo I(b) = blir?o ; f(x)dz

existe y es finito. En caso contrario se dice que la integral faoo f(x)dx es di-
vergente. Si el [imite anterior existe y es igual a A, entonces se dice que A es el
valor de la integral y se escribe: [ f(x)dx = A

Las integrales infinitas de la forma [ _boo f(x) dx se definen de manera andlo-
ga. Ademds si [*__ f(x)dz y fjoo f(x) dx son ambas convergentes para un

¢, se dice que la integral | _Jrozo f(x) dx es convergente y su valor se define como:

—+00

oof(a;)da::/_c f(x)dx + f(x)dz

—0O0

_|_

Esta ultima integral se dice divergente si por lo menos una de las inetgrales del

segundo miembro diverge.
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400 1
Ejemplo 1: Analice el comportamiento de la integral impropia I = / —da?
1 xP
Solucién:
+o00 1 b 1 b
I :/ —dxr = lim —dx = lim x Pdr =
1 Ip b—+oo 1 xp b——+o0 1
x—p—H b b—p+1 1 bl—p -1
h’m[ ]zh’m[ — ]:h’m—
botoo |—p+1]; boto|—p+1 —p+1 b=+ 1 —p

Analicemos los siguientes casos:

+00 1
1. Sip =1, la integral inicial seria: I = / —dxr = lim Ln|x|’
1 €T b——+o0
bhm Ln|b| = 400, luego si p =1 la integral impropia es divergente.
——+00
bt —1 1 , )
2. Sip > 1, entonces [ = lim = .y la integral seria con-

b—too 1 — p p — 1
vergente a este valor.

pl—pr —
3. 8ip <1, entonces I = lim ———— = +o00, y la integral seria di-
b—4oo 1 —
vergente
+00 1
En resumen: Una integral del tipo: / —dx converge si p > 1 y di-
1 xP
verge si p < 1.
+00 k
Esto explica por qué la integral: W = —2dd converge.
6371000 m
Veamos:
400 400 6371000 m
W = 2dd / dd / —dd
6371000 d

Asi W equivale a la suma de una integral impropia de primera especie con-

vergente (p = 2 > 1) y una integral de una funcidn Riemann-integrable; por

esto el valor de W es finito.
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Ejemplo 2: Realice una comparacion de las dreas acotadas por las grificas
1

de las funciones g(x) = — Y la funcion f(x) == larectax =1 y el eje
x x

de las abscisas.

Solucién:
Ya
b q b
/ — = lim —dx = lim [—1} = lim [1—1} =1
b—c0 2 b—oco [ T 1 b—o0 b [ — :
b 1 ;-‘:.

/ — lim [ —dz = lim [In|z|]’ = lfim In [b| = +o0 QEQMM

1 X b—oo J1 X b—o0 b—o0 1 - 1

area=1

De donde se deduce que el drea limitada por la grafica de g es acotada y
tiene un valor de 1; sin embargo, el drea limitada por la grifica de f que

apenas pareciera ser un poco mds grande, en realidad es infinita.

400
Ejemplo 3: Analice el comportamiento de la integral impropia I = / e’ dx
0

Solucién:

+o0 M ebx M 1
I = / e’dr = lim e’ dr = lim [—} = — lim [e"™ — 1]
0 M—+ /o M=oo | D | D M—o0

Analicemos los siguientes casos:

400 +00
1. Sip =20, entonces [ = / edr = / 1dx = +o00 y por tanto la
0 0

integral diverge.

1 —1
2. Sip <0, entonces I = — lim [epM 1] = —, luego la integral con-
p M—o0
verge a este valor.
3. Sip >0, la integral es divergente pues I = — A}lm [epM 1] = 400
p —00

+00
En resumen: Una integral del tipo: / e’ dx converge sip < 0y diverge
0
sip > 0.
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Ejemplo 4: Estudie la naturaleza de las siguientes integrales impropias de

primera especie y determine el valor de las mismas cuando sean convergentes.

; /+OO 2 g y /+°° x dx ; /+°° dx
. re Udx . I . _
0 2 V-1 o wP4a—2

0

+00 d +00
2 e 5 / zdr 8. / cos(x) dx

1 \/E(CE + 1) 0 xt + 3 —00
4 /+oo dZB 5 /+Oo 8 d(l)’ 9 +00 dSE

e 2241 “Jo zt+4 “Je /3B +2
Solucién:
400 ) M )
/ re “dr= lim re dx

Realizando la sustitucion:

u=—:c2:>_Td“:xd:U
r=0=>u=0r=M=u=—M?

Ast la integral se plantea como:

My —1 - —1 Y
lim e M T g e"du =— lim [e"] M
M-+ J 2 2 M—+oo J 2 M—+oo 0
— 2 1
. -M* —
=gl =5

Respuesta: La integral es convergente al valor 5
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-/+OO\/_ :MILI—I&-IOO/ \/_:I:—|—1)

Realicemos la sustitucion:

u=+/x = 2udu = dx
r=1=u=Lr=M=u=vM

Luego
VM 9udu VI Nivi
lim - =2 lim =2 lim [arctcm(u) ] —
M—+o00 Jq %(uQ + 1) M—+o00 Jq uz+1 M—+00 1
, o m o E
2&1&1}0 [arctan (\/ M) — arctan (1)} 2 [5 — Z} =5

s
Respuesta: La integral es convergente al valor 5

a) Método 1:
too dx , M dx , M
/ = MIEEOO / = lim [arctan(x)]”,,

e X2+ 1 i+ 1l Motoo
, T -
= lim [arctan(M) — arctan(—M)] = - — — =
M —+o00 2 2

b) Método 2: Dado que la funcion integrando es par pues f(—x) =
M M
f(x), entonces es vdlido considerar que/ f(x)dx :2/ f(x)dz
—M 0

asi:
oo dy ) Mo dx ) M dx
= lim =2 lim =
— 0 Qj2+1 M —+o00 Mx2—|—1 M —+o00 0 x2—|—1

, M o 1 B _
2 Mllgloo larctan(x)], = 2M11>1—r|—loo larctan(M) — arctan(0)]

;-1

Respuesta: La integral es convergente al valor w
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xdx M

To0 T dx
4. — = lim SE—
/2 Vaz—1 M-+ Jo 2?2 —1

Realicemos la sustitucion:

U=z —1= udu = zdx
r=2=u=V3zr=M=u=+vM>—-1

Luego, bastaria resolver:

VAP, g T T
l{m 2 i ldu= lim [u]
M—+o0 J /3 u M—+o0 J /3 M —+o00 V3
— lfm [\/M2— —\/3} — 400

M —-+o00

Respuesta: La integral es divergente.

Nota: Una condicion necesaria pero no suficiente para la convergencia
+0o0

de la integral impropia del tipo: (x)dz, es que el limite cuando
a

xT
x — 400 del integrando sea 0 : obsérvese que en este caso: llm ——— # ()
T g ’ q oo /22 — 1 # 0,

luego se puede afirmar que la integral es divergente.

x dx M

/ - I v dz
. = 1m
o T3 i)y () + (VB)

Realicemos la sustitucion:

u=z=
r=0=>u=0;z

I |z
I
&
SW
&
[
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1 M? 1 ™ T ™3
—— lim |arctan (| — | — arctan(0)| = — - [— — ()} = ="
2v/3 M%w{ (\/§> ( )] 2v3 12 43 12

™3
12

Respuesta: La integral es convergente al valor

I_/+oo 8dr lim M8 dyx

0 $4+4_M—>+OO 0 ZE4+4

Resolvamos la integral aplicando el método de fracciones parciales, para

esto primero debemos factorizar el denominador:
ri+4 = o4’ 442 = (2°42)*—42* = (2°+22+2)(2* —22+2)

Consideremos la descomposicion:

g8 Ax + B N Cx+ D
44 224+ 20+2  22—9224+2

De donde:
8 =(A+C)a*+(-2A+B+2C+D)x*+(2A—2B+2C+2D)x+
2B + 2D y entonces:

(A4 C =0 (1)
9A4+B+204+D =0 2)
\ 24— 2B+20+2D = 0 (3)
2B + 2D ~ 8 (4)

\
De la ecuacion (1) se obtiene que 2(A+ C) = 0 = 2A + 2C = 0;

usando esto en la ecuacion (3), se obtiene que:

—2B+2D =0 (5)

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (4) y (5) se obtiene que:
4D =8 = D = 2, de esto se desprende que B = 2. Sumando miembro
a miembro (2) y (3) se obtiene: —B+4C +3D =0=C = -1y
usando (1) finalmente se halla que: A = 1.
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Asi:
) M T+ 2 —x+2
I = lim =
M—+oo Jo |22 4+20+2 22 —2x42
’ '1/M 2z + 4 Lol M2 —4 p
m |= —————dr + — ———dzx| =
M—+oo |2 Jg 22422+ 2 2 Jo x2—2x+2
(1 Mor+2+42 -1 Mor—2-2
lim |- ————dr + — ———dx| =
M—+oo |2 J) 22422+ 2 2 Jo a?2—2x+2
’ '1/M 22 + 2 +/M de -1 Mo 2y —2 d+/M dz
m |- ——————dx _ + — ————dx _
M—otoo |2 ) 2?2+ 2242 o x24+2x+2 2 J, 2?—-2x+42 0o xr—2r+2
’ '1/M 21 + 2 +/M dx Lt Mo 2p—2 d+/M dz
m |= ——————dx —_— + — ————dx T —
M—+too |2 ) 22+ 2042 o (z+1)2+1 2 J, 22—-2x+2 o (x—1)2+1
1 —1 M
lim | =Ln(2z® + 2z + 2) + arctan(x + 1) + — Ln(2® — 22 + 2) + arctan(x — 1)| =
M%Jroo_z 2 0
1 2420 +2 M
Mlig-loo 5 (%) + arctan(z + 1) 4 arctan(z — 1)} i =
1 M? 4 2M + 2
Mlirfrloo _§Ln(ﬁ]\/[i2)+arctan(M—|—1)+arctan(M—1)]:O—i—g—l—gzﬁ

Respuesta: La integral es convergente al valor .

+o00 dLC
7. _
/2 2+ —2

lim
M—+o00

M dx

11

dx

M
e B
2 2 +x—2 MLI-IFIOO/Q (x+2)(z—1)

Considerando nuevamente el método de las fracciones parciales, se tiene:

1

A

B_

(A+B)r+ (-A+2B)

(x+2)(x—1)

T+ 2

x—1

(x+2)(x—1)

De donde se deduce que: A+ B =0y —A + 2B = 1; sumando am-

bas ecuaciones miembro a miembro se obtiene: 3B =1 = B = 3 Y por

—1

tanto A = —.

3

Luego basta calcular:

|
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—1 Mo d Mo d
— lim [[2 3:—|:—E2_/2 ! }: 1im [ln(az+2)—ln(w—1)}§4:

3 M-+ x—1 M—+00
-1 r+2\ M -1 _ M +2 Ind  2In2
— lim In ‘ = — lim |[In —[nd| = =
M =400 r—1/ 1o 3 Mot M—1 3 3
2in2

Respuesta: La integral es convergente al valor

0

/_(;cos(a:)d:v: lim cos(x)dr = lim [Sen(gjﬂ —

M——oo Jar M——o0
— MILIEIOO [sen(M)]

0
Respuesta: Como este limite no existe, entonces la integml/ cos(x) dx

—0o0
es divergente por definicion.

/*OO dx ~ km /M dx
2 T3 +2 Mo+t Jo 2/ 3x + 2

dx
Para simplificar el procedimiento, calculemos la integral indefinida / —_—
T\ 3T + 2
para ello, realicemos la sustitucion:
2u du
=dr ; x=

3 3

u? — 2
u=+3r+2= =

Luego, la integral se transfoma en:

/ - _/ 2 du
UQ)Z—Z_%_ u2 — 2

Realicemos ahora la sustitucion trigonométrica:
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u = v/2sec(f) = du = v/2sec(f) tan(6) df
u? —2 = (\/ﬁsec:(9)>2 — 2 =2sec?(0) — 2 =2 (sec?(f) — 1) = 2tan?(h)

Se tiene entonces que:

/2du /Zﬁsec )tar(6y df \/—/seCQ /Mde—

2 _9 2] (9)
v Ztanfi costt]

ﬁ/csc(&)d@ = v2In|csc(h) — cot ()| + C

u \/§ i3
=v2l - +C
v2in Vuz —2  Vu-—2
V2 | 8
u_
:\/Ehlm +C \@
\/u—\/ﬁ-\/u—l—\/ﬁ \/u+\/§
ST N e N I e SV
u++v2 3x + 2
Luego:
e dx , M V2 o 3r+2—
———— = lim / —————=— lim In
9 xV3x+2 Mot fy x/3x+2 2 M-+oo V3r+ 2442 ,
- L2v2- V2l V2 1 V2
n — |=In{= )| = —=1In(3)
B 12+v2|  2ve+ V2 2 3 2

Respuesta: La integral es convergente al valor o In(3)

Nota: En este ejercicio hubiese sido mdas sencillo aplicar el método de
las fracciones parciales y no el de la sustitucion trigonométrica, pero se
ha hecho de esta forma para ejemplificar el método, bastaba considerar

que:

2 1 1 1
=2 V2lu—v2 ut+v2
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Abordaremos ahora el estudio de las integrales impropias de sequnda es-
pecie, estas se refieren a las integrales de funciones reales [ definidas en un

intervalo acotado I, donde alguna de las siguientes situaciones:

1. f no es acotada sobre I = |a, b]
2. [ es acotada sobre I =|a,b] ¢ I =la,b[, ¢ I =]a,b]
3. f no es acotada sobre I =]a,b] 6 [ =[a,b], 6 [ =]a,b|

Definicion: Integrales impropias de sequnda especie:

Supongamos que f estd definida en el intervalo |a,b|, y que la integral
fgf f(t) dt existe para cada x que satisfscea < x < b. Se define entonces

una nueva funcion I como sigue:
I(b) = [P f(t)dtsia <z <b

La funcion I asi definida recibe el nombre de integral impropia de segunda
especie y se indica por medio del simbolo | ; L J(t) dt. Laintegral se dice que es

convergente si el [imite:

lim I(z) = lim f(t)dt

r—a-+ rT—a+

. . . ; . b .
existe y es finito. Si esto no ocurre, se dice que la integral | L f(t) dt diverge.
Si el limite anterior existe y es igual a A, entonces se dice que A es el valor de

la integral y se escribe: ff L f(t)dt = A.

b b
Nota: Cuando se escribe / f(x)dx en vez de / f(x) dx, es responsa-
a a+

bilidad del lector darse cuenta que se trata de una integral impropia, en lugar
b

de la integral de Riemann ordinaria. El uso de la notacion f(x)dz es
a+
para enfatizar el hecho de que se trata de una integral impropia de sequnda

especie.
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Definicion alterna: Integrales impropias de sequnda especie:

Si f no es acotada solamente en el extremo x = a delintervalo [a, b], se define

entonces:

b b
f(z)dr = lim f(x)dx
a e=0% Jote
Si el limite del segundo miembro existe se dice que la integral del primer miembro
es convergente, en caso contrario se dice que es divergente.

Andlogamente, si f(x) no es acotada solo en el extremo x = b del intervalo
la, b], se define
b b—e
f(z)dr = lim f(x)dx
a e—0t J,
Y en este caso la integral del primer miembro se dice convergente o divergente

segun exista o no el [imite del sequdo miembro.

Si f(x) no es acotada solamente en un punto interior v = x del intervalo
[a,b], se define:
b To—€ b
/ f(x)dx = lim f(x)dx + lim f(x)dx
a 61—>0+ a 62—>0+ To+e€2
La integral del primer miembro converge o diverge segiin existan o no los limites
del sequndo miembro. Se pueden generalizar estas definiciones al caso en que

f(x) no sea acotada en dos o mds puntos del intervalo [a, b].

Nota: Puede suceder que los limites del sequndo miembro de esta lti-
ma expresion no existan cuando €; y €9 tiendan a cero independientemente.
En tal caso es posible que el limite exista si se elige €4 = €9 = €, 0 sea

escribiendo:
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b To—€ b
/ f(x)dx = lim [/ f(x)dx + f(x) dx]
a e—0F a To+e€

St una vez calculado esto, existe este iultimo limite, se dice que este valor

limite es el valor principal de Cauchy de la integral del primer miembro.

Ejemplo 5: Analice el comportamiento de la integral I = /b ﬁdw
Solucion: '
Primero, debe observarse que el integrando no es acotado en x = a, pues
lim ;:Jroo, sip > 0.

r—at (27 — a)p

b b
1:/ %dxzﬁm _dr

r —a)P 0% Jore(x — a)?

Realizando la sustitucion:
U= —a= du=dx
r=at+e=>u=€r=b=>u=b—a

La integral toma la forma:

) b—a du ) b—a Y ) U_p+1 b—a
I = lim — = lim u Pdu = lim
e—0t J.  uP om0t ), =0t | —p+ 1],

(b— a)—PH _ e pHl
{ —p+1

De este tltimo limite y de la integral original se obtiene que:

. b 1 / b dx 7
1. Sip=1= / dxr = lim = lim [In(b — a) — In(e)] = +0
a T —Q =0T Jorel — Q e—0t
y la integral diverge.

[(b—a) Pt —e ] (b—a)?
2.8p<l=1=Ilim ( ) ¢ :leamtegml
e=0+ | —p+1 . 1—p
converge a este valor.

(b )P b
5’.Sz'p>1:>[:lim( “) ‘

e—0t —p+1 = 400 y la integral diver-
ge.
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, | (b—a)tr
En resumen: La integral I = ——dx converge al valor ——————
o (x—a)p 1—p
sitp < 1;y diwverge si p > 1.
Ejemplo 6: Considere la integral i '/2 o I
jemplo 6: Considere la integral impropia —————, para ella:
1 V(2 —x)

1. Determine la especie de la integral impropia.
2. Calcule la integral, indique si es convergente o divergente.

3. Transformela en una integral impropia de primera especie. (Esto siempre

es posible.)

4. Transformela en una integral propia. (En este caso se puede hacer, pero

no siempre es posible.)

Solucién:

1
El integrando no es acotado en x = 2 pues lim ————= = +00,

r=27 \/x(2 — )
y como ninguno de los limites de integracion es infinito, la integral es

impropia de sequnda especie.

/Qd—x_h,m Q*d—x_h,m Q*d—x_
“h Ve@—2) et i Jr(2—1x) e—0t)i 2x —a?
2—e€ d 2—e
lim ’ = lim [arc sen(z — 1)] =
e—0T Jq \/1 — (Q’; — 1)2 e—0* 1

lim [arcsen(1 — €) — arcsen(0)] = Z_0=" Dado que el valor del
e—=0+ 2 2

limate es finito, la integral es convergente.

Consideremos la siguiente sustitucion:

2—x:%:>—dx:;—21du
:c:2—e:>u:%;:z::1:>u:1
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Asi, la z'ntegml se plantea como:
1

‘ oo du oo du
lim / / ———— y esta
=0t Jq _ 2 _1 1 oun2u—1

ultima mtegml es una mtegml de przmem especie.

2—e dQE

Consideremos la siguiente sustitucion, aplicada a la integral 1 \/ﬁ
2 —1r=u’=dr=—2udu

Lc:2—6:>u:\/g;:1::1$u:1]
Se obtiene, entonces la siguiente igualdad:

) 2-e dx Ve o 2udu ) U 2du
lim = lim =1

im [ —— =
e—0t Jq N 2 — gj e—0t Jq A /(2 — u2>u2 e—0t \/g\/2 — u?
1

2/ —————= v esta ultima integral corresponde a una integral propia.
0 V2 — u2

b dx
Ejemplo 7: Considere la z’ntegml/ —
(=1

1. Determine st la integral converge en el sentido corriente.

2. Determine si la integral converge en el sentido del valor principal de

Cauchy.

Solucién:

Es necesario tener claro que el integrando no estd acotado en x = 1.

Por definicion:

/5 dx y e dy Y > dx
— = lim —— + lim — =
_1 ([L’ — 1)3 e—0t J_1 (ZE — 1)3 =0 J14e, (33 — 1)3

i —! ]1€1+ 1f [ —! r 1f [1 ! ]+
m | ———7- m | ———7 - = 11m |(=— ——=
a—0t |2(x —1)2] | e-0t [2(x —1)2 a—0t [8  2¢f

1+62
1 1 . . .
lim |— — —| y como los limites no existen, la integral no converge

€2—0T 26 32

(diverge) en el sentido usual.
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Tomando €, = €5 = €, se tiene:
/5 dx y {/1_6 dx +/5 dx ]
——— = lim — —| =
-1 (Q? — 1)3 e—07T -1 (ﬂf — 1)3 14e (CC — 1)3
[1 1 1 1 ] 3

fm = — — 4 — — —| = —
32

e—07t

8 2€2+262 32

Asi la integral existe en el sentido del valor principal de Cauchy.

Ejemplo 8: FEstudie la naturaleza de las siguientes integrales impropias de

sequnda especie y determine el valor de las mismas cuando sean convergentes.

3 dx T dx S )
1./ 4./ _ 7./ dz
0 V3—=x o (x+1)s o x2—Dbxr+4

) tdx 1 Sfleﬁd:c
) 5./0 (x —1)Inxdx )y E

todr m 2 rdx
3. _— 2
/0 (7 —3) 6. /o sec”(x) dx 9. /1 T

Solucién:
3 dx

1.| En la integral: ,
") V==

continuidad infinta en x = 3, luego:

3 dx ) 3= dzx
1./ = lim
0

3—x 0t ) 3—x

se observa que el integrando posee una dis-

Consideremos la siguiente sustitucion:

Uu=+3—2=dr=—2udu
r=0=>u=V3r=3—€c=>u=./c

Se obtiene la siguiente expresion:
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Ve —2urd Ve
lim [ T = o im [u]” = 2 lm[VE - V3] = 2v3
=0t )\ /3 u e—0T V3 e—07T

Respuesta: La integral es convergente al valor 23

Es notorio que el integrando no esta definido en x = 0, calculemos el

valor aplicando la definicion:

1d 1d 1
—f:ml-ﬁ:mn@mﬂzﬁmm—mm:+m

0 X e—0% Jo T e—07t e—07t

Respuesta: La integral es divergente pues el limite no existe.

El iinico valor en el que el integrando no se haya acotado es x = 3, pues

ilfgm = 400, aplicando la definicion se tiene:
/4 dx y S—a (dx Y 4 dx
——— = lim — m —
0 (CI? — 3)2 e1—0% Jo (CE — 3)2 e2—0" J3 ¢, (LU — 3)2
B _1 3—61 _1 4
= lim ] + lim [ ]
e =0t | T — 3 0 e—=0% | — 3 3461

1 1 1
= lim ———]Jr lim [——1]

e—0t | € €2—07 | €9
= (400) + (+00)
= +o0; (por lo tanto la integral diverge.)

Nota: Obsérvese que si por ahi algin incauto aplica el Teorema Fun-
damental del Calculo sin percatarse que el integrando es discontinuo en

x = 3, calcularia de esta forma:

/4 dx _[-4]4____1_—4
o (x—3)2 |x—-3], 3 3

Es claro que este resultado es incorrecto ya que el integrando nunca es

negativo.
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T dx
La integral impropia / —, posee un integrando que no se haya
_9 (Qj + 1)§

definido en x = —1, que es un nimero del intervalo [—2,7], entonces,

de acuerdo con la definicion para integrales impropias de sequnda espe-

cie, obtenemos:

Cd e A o
/ ———— = lim ——— + lim / —
2 (z+1)3 a0t Jp (2 +1)5 @0t S (z+1)5

- mn@u+4ﬁyjq+ﬁm[ax+nﬂ7

€1 —0t e2—0t —1+e
:E@%[—aqﬁ+ﬂ41@&@@ﬁ—3@ﬁ}
— 346 2
=9

Respuesta: La integral es convergente al valor 9.

El integrando no es acotado en x = 0 pues lim (x — 1) In(x) = +o0.

=0t
Asi
1

1
/(az—l)lnxdaj = lim [ (r—1)Inzde
0

e—0t

= lim <x—2—x) lnx—wr

e—0t

2 4
- M1Z—<5—Qhw+ﬂi—4

e—07t

3
= 20
4

3

4

Nota: En este ejercicio es necesario hacer uso del método de integracion

por partes y de la aplicacion de la regla de L’Hopital-Bernoulli.
3

Respuesta: La integral es convergente al valor
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El integrando

/secQ(x)dx =
0

Respuesta: La

El integrando

CAPITULO 1. INTEGRALES IMPROPIAS

no es acotado en T = 7, luego:

™ _
5 —€1 ™

lim sec’(z) dr + lim sec’(z) dx

€1 —0T 0 ea—0T g+€2

lim [tan(m)}; "4 lim [tan(x)yr

€1—07T ea—0T SH4e2
6111’_1[13+ [tan (g — 61) — tan(O)] + 62h'_r>gl+ [tan(ﬂ) — tan <g + 62)i|
400

integral es divergente pues el limite no existe.

calcular:

;

—2
u no es acotado en * = 1 ni en x = 4, de
x? —bxr +4
estos valores solo nos es interesa x = 4 pues v = 1 & [2,4], luego basta
T —2 e x—2
de = 1i d
22 —bxr+4 ‘ eg(% 9 $2—5£U—|—4x
1 mer 1 2
= —Ii d
1 4—e
= —lim {ln|$— 1|+2n|z —4|}
e—0t 2

1
= 5 lim [(1n|3—e\ +2In| —¢|) — (In|1] + 21n| _2|)}

e—0t
= —0

Respuesta: La integral es divergente pues el limite no existe.

El integrando no es acotado en x = 0; luego basta calcular

= lim

/ LevVedy Levady
0 \/E e—0t € \/E

Consideremos la siguiente sustitucion:
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u=+/r=2du= \/% dx
r=e=>u=+egr=1=u=1
La integral se transforma como:
1 1

lim [ 2e"du =2 lim [6”]\[:2 lim [e — eV] = 2¢ — 2

e—0t Ve e—0t e—0t+

Respuesta: La integral es convergente al valor 2e — 2.

x
El integrando — 7 "o es acotado en x = 1 ni en x = —1, de estos
x PR

valores solo nos es interesa © = 1 pues v = —1 & [1,2], luego basta
calcular:
2 d 2
l/ “2 — lim L dx
1 2 —1 e=0" J14e 2 —1
1 2 1 1
= —1li d
2;}(% 1+6[JZ—|—1+.’L‘—1:| v

2

L.,
= 5 lim [Info + 1)+ Info — 1[J;,,

1
= 3 lim [(In 3] + In[1]) — (In |2 + €[ + In [e])]

e—0

Respuesta: La integral es divergente pues el limite no existe.

Nota: En este ejercicio se ha hecho uso del método de las fracciones par-

ciales para establecer la iqualdad:

T3 N 5 _1[1 N 1:
B -1 2lz+1 x-1
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Nota: Las integrales de 3°" especie son aquellas que presentan las condicio-

nes de las integrales de 1% especie y 2% especie, es decir ademds de tener al

menos uno de sus limites de integracion infinitos, poseen ademds al menos una

discontinuidad en el integrando. Estas integrales se pueden estudiar expresdn-

dolas como sumas de integrales impropias, cada una de las cuales tiene una de

las formas definidas anteriormente. Por ejemplo, el integrando de la integral
+o00 1

——dx no es acotado en x = 0, eligiendo un nilmero mayor que cero,

0o VT

por ejemplo 1, puede escribirse:

—dx = —ax + —=ax
xr x X
JO \/_J O\/_ 1\/_

int. impropia de 3°7® especie int. impropia de 2°7% especie  int.impropia de 1°7¢ especie
Es facil verificar que la primera integral del miembro derecho es convergente,

mientras que la sequnda es divergente, luego la integral dada es diveryge.

Ejercicios miscelaneos:

Instrucciones: Resuelva los siguientes ejercicios relativos a las integrales im-

Proplas.
Indique la especie de las integrales (si es que estas son impropias.)

1.

2.

3.

+00 1
/ sen(z?) dx 4. / sen(z) d
0 0

X

1 dr 5/5 dx
/Ox_3 1Vt -1

+00 o= ] 6’/3 dx
0 \/E . 0 (3—£E) $2—|—1
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R

/+oo d.’l?
8. —_—
o 1+ tan(x)

too 22 dx
10.

o Tr4+ax2+1

o /7T 1 — cos(x)
0

$2

+00 )
12. / e " dx
0

Calcule las integrales impropias (o determine su divergencia).

1/1daz
7

2 dx

2. —
-1 T

5 Udx
NN
y Udzx
)

6/9 dx
Jo (x—1)3

dx

15.

/‘LOO sen(x) dz

0

T
y /3 dx
Jo 22(23 — 8)3

i5 / sen(z) dx

xr3

16.

5 dx
1 VG —x)(r—1)

1 2arcsen(w) dr
17. / —_—

1 1—2

voly

18. In(sen(x)) dx

7/1 dx
“Jo V1= 22
8/1 dx
/1= a2

/+oo dZC
9. —
1 x

25



25. /2 cot(z) dx
0

by /75 dx
“Jo 1—sen(z)
Too ] 1
25./ —2861’1( > dx
1w x

: sen(z)dx

V1 — cos(z)

26.

CAPITULO 1. INTEGRALES IMPROPIAS

+o0
27. / e dx (k>0)
/ arctan(x) dx
0 5132 + 1
+o0
29. /
P

400
30. /
0
1
1. _
/0 3 — 5:1:2

+o00 3
32, / T

0 (1132 + 1)2
+00 .2 1

38. / Tt dx
0 x? +1
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42 +00 d.fC
oo Va(z+1)
+00 d(l?
43. —

2 a2 —4

i /1 dx
' 0 (2—51))\/1—513

400

45./ cos(mx) dx
0
1

46’./ In(z) dz
0
1

47./ xIn(z) de

0

g oo dx
4 /e xIn(z)+/In(x)

49 /*OO arctan(x) dx
0

3

(24 1)2

T xln(z) dx
50. /O T o)

” /‘LO" dx
Je xln’(z)

+oo dm

e xy/In(x)
400 dz
58. /
oo X2 462 + 11
+00
59. / e *" cos(z) dzx
0
50 /*OO xdx
. 0 $2 + 4

T 142
61, / T
22z +1)

/*OO x dx
62.
2 (24 5)3

57.

27
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P atde Vi 1
70. 72 —cos | — | dx
0 V4 — 22 “Jo a3 x?
¢ dx
71/ o e
1 xy/In(x) 0o vVa(l—uz)

Se define la transformada de Laplace de una funcion F(x) como:

f@):L{F@ﬂ::AHmE“F@yM

Compruebe que:

_LLM}:%; (s> 0)

914§}=5i1;<5>ﬂ

5. L{e"} = —  (s>a)
4.L{%nmxﬂ::§£%;; (s > 0)
5. L {cos(az)} = ﬁjﬁ; (s > 0)
aLu}_% (s> 0)

; (s>0;meN) ()
8. L{Y'(x)} =sL{Y(z)} —Y(0)

n n

Ejercicios propuestos en examenes de anos anteriores:
Determine la especie de la integral impropia, ademds analice su convergencia

o diwergencia.

1. 2. 3.

0 0
nmz/mxﬁm; lﬂﬂ/ixmﬁ 2017 //J___
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Respuestas:

1.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.

. integral propia pues lim

integral impropia de primera especie
integral impropia de sequnda especie
integral impropia de tercera especie

sen(z) 1

r—07+ x

integral impropia de sequnda especie
integral impropia de sequnda especie
integral impropia de sequnda especie

integral impropia de tercera especie

. integral propia, pues 2 & [3,10]

integral impropia de primera especie

. . . 1—cos(z?) 1
integral propia pues lim =
z—0% T 2

integral impropia de primera especie

sen(x)

167"@ — 1

especie pues lim

integral impropia de
x—0t T

integral impropia de sequnda especie
integral impropia de sequnda especie
integral impropia de sequnda especie
integral impropia de sequnda especie

integral impropia de sequnda especie

29
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10.

11.
12.

13,
1.

15.

16.

17.

18.

. converge, 2

diverge

diverge

. converge st p < 1; diverge si

p=1
diverge
converge,

converge,

A oy o

converge,
diverge
converge,

converge,

N | =

diwerge sin importar el valor de p
diverge

converge, T

converge, ———

1
converge, arctan (—)

converge,

diverge

19.
20.

21.

23.
24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

34.
35.
36.

CAPITULO 1. INTEGRALES IMPROPIAS

diverge

converge, ——

diverge

. converge,

diverge
diverge
coverge, 2

converge,

converge si k > 0, diverge si

E<0

converge,

converge,

converge,
diverge

diverge
converge,

converge,
diverge

converge,

2

7.[.2

4 —31In(3)
12

27r\/§
9
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37.
38.

39,
40.
1.

42.
43.

44
45.
/6.

47.
/8.

49.
50.

51.

52.

53.

5.

converge,
converge,
converge,

converge,

converge,
converge,

converge,

converge,

diverge

converge, —

converge,

converge,

converge,

CONnverge,

converge,

converge,

COnverge,

converge,

TN R R TR

0

2In2 —In3
2

In5 — 2arctan (%)

4
3—4In2

2
T

31

55. converge, 1

56.
57.

58.

59.
60.

61.

62.

63.
64.
65.
66.
67.
68.

69.

70.

71.
72.

73.

converge,
diverge

converge,

converge,
diverge
converge,

converge,

converge,
diverge
diverge
converge,
diverge
converge,

converge,

converge,

converge,
diverge

converge,

N | —

g

+ In(2)

| = W~

2(5/5+ 1)

PO

2V/2

v
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1. converge, —1 (use integracion por partes)
2. diverge (ver resolucion del ejercicio 8, pdgina en 12)

s
3. converge, 5 (ver ejemplo 6, pdgina en 17)



