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1. Segmentos y Rectas

Definicién 1. En un sistema de coordenadas cartesianas, una recta es horizontal si es paralela
al eje X y el vertical si es paralela al eje Y.

Definicién 2. Un segmento es vertical si estd contenido en una recta vertical.

Definicién 3. Un segmento es horizontal si estd contenido en una recta horizontal.

— —
Ejemplo 1. En la figura adjunta, HI es vertical y DC es horizontal

Observaciones:

—
a. Todos los puntos de la recta DC tienen 1 como coordenada del eje Y, es decir, son de la
forma (a,1) donde a € R | por eso la ecuacién de la recta se escribe y = 1.

—
b. b) Todos los puntos de la recta HI tienen 1 como coordenada del eje X, es decir, son de
la forma (1,b0) donde b € R donde , por eso la ecuacion de la recta se escribe z =1 .
En general, si P(a,b) es un punto cualquiera de un sistema de coordenadas cartesianas:
a. La recta paralela al eje X que pasa por P tiene ecuacion y = b .

b. La recta paralela al eje Y que pasa por P tiene ecuacién x = a .

NOTA: en el contexto de un sistema de coordenadas de dos dimensiones, cuando se indica x=2
por ejemplo, no se hace referencia al nimero real 2, sino al conjunto de todos los puntos del



plano para los cuales x vale 2, el cual consiste en una recta paralela al eje de las ordenadas.

€r =

(a,b)

1.1. Pendiente de un segmento no vertical

Antes de definir la pendiente de una recta no vertical, en necesario discutir y analizar el concepto
de pendiente de un segmento. En un sistema de coordenadas cartesianas considere un segmento
de extremos A(x1,y1) v B(xs,ys) con x; # 5 (con esta condicién el segmento no es vertical).
Se llama cambio en X al nimero Ax = x9 — 27 y cambio en Y al nimero Ay = y, —y1, también
se conocen como elevacién y recorrido respectivamente (considerando el ”desplazamiento”del
punto A hacia B).
La pegdiente m de AB se define como el cociente del cambio en Y por el cambio en X, es decir:
Yy _Y—Uh

, la interpretacion geométrica es la siguiente:
Ar 19— 1

m =

yo—y1 elevacion

Az, y1)

-

h

Fo — Xy
recorrido

e mm===

-

Algunas propiedades que se deducen de la definicién anterior:

a. Silos puntos A(x1,y1) y B(za,y2) se intercambian, la pendiente no varfa:
. Ay Y= —(3/1—1/2) Y2
m=—= = = .
Ax  zo—x1 —(x1—23) x9— 14

b. Si un segmento es horizontal, su pendiente es cero. Note para que un segmento sea ho-



rizontal, las coordenadas del eje Y deben ser iguales. Por ejemplo, si consideramos un
segmento con extremos S(x1,y1) vy N(22,y2) con y; = yo tenemos:

Y2—"0n Y1~ U [ .
= = = 0, geométricamente:
Tyg —&1 T2 —T1 T2 — T

m =

o
=
=

Yo =11 @ ----mmmmmmmmmmmmmm e

m =10

g - mmmmmmmmmmmm—— -

€9

I

Un segmento vertical NO tiene pendiente, porque si es vertical, las coordenadas del eje
X son iguales y en la féormula de la pendiente el denominador x5 — x; es igual a 0. Por
ejemplo, si consideramos un segmento A(xy1,y1) vy B(22,y2) con z1 = x9 tenemos:

A _ _ _
m = —y = Y2 Y1 = Y1 Y1 = Y2 % iIndefnido!

Ar x9—21 T1—T

Y2

A2,y
Y1 Ay, ) =0

AR,

Si un segmento asciende de izquierda a derecha (creciente), su pendiente es positiva.
Si el segmento desciende de izquierda a derecha (decreciente), su pendiente es negativa.



Bz, ya)
Y2 L e e T >
Como Tog > 11 = 9 — 21 >0 Segmento creciente
m >0
2 — i
Como ys > y1 =y —y1 >0
Entonces por ley de signos:
R e * |—
Ys — Y n ) ' !
m — 2 1 = 0 A[-III-UJ] : Iy — I :
72— o1 s s
L1 To
Anélogamente:
Az, 1)
Y1 b __ -
Segmento decreciente
< )
Como z9 > 1 = 29— 21 >0
Y2 — 1
Como y; >yo = yo —y1 <0
Entonces por ley de signos:
por ley g T SR u v
_ ' _ ' Blxa, y2)
2 1 i xr 2 52
m — Yy Yy <0 | w2 1 I
r | |
[ I
[ I
Iy L9

Ejemplo 2. Calcule la pendiente de AB para:
a. A(—4,2) y B(1,4)



W

; ; ; ; T T ;
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2

La pendiente se puede intrepretar asi:
por cada 5 unidades en que se incremente la x, la y se incrementard 2 unidades.

-1 -7

A(-2.2)

11

al

Note que da negativo porque el segmento es decreciente. La interpretacion de este valor
puede ser: por cada 3 unidades en que se incremente x, el valor de y disminuird 11
unidades.



1.2. Pendiente de una recta no vertical

De la geometria Euclidea se conoce el siguiente postulado:

Dados dos puntos distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene.

/’E,/,V

A continuacién se justificard que todos los segmentos de una recta (no vertical) tienen la
misma pendiente. En un sistema de coordenadas cartesianas considere una recta cualquiera y
dos segmentos cualesquiera sobre ella y se justificard que la pendiente de ambos segmentos es

la misma. Considere A(x1,y1), J(x2,y2), L(zs,y3) v B(x4,ys) entonces:
L

M

Afirmaciéon Justificacion
(1) may = 2 Definicién de Pendiente de un segmento.
To — X1
(2) | mpp= Y1 bs Definicién de Pendiente de un segmento.
Ty — T3

(3) | A AJN ~A LBM | Teorema de semejanza de tridngulos AA.

AT JN AN

(4) TB-BM — IM (3), definicion de semejanza de tridngulos.

(5) LT — Sustituyendo los valores en (4).

Ys — Y3 Ty — X3

(6) Y2 — U1 _ Yqs — Y3
O mg=mg (1),2),(6)

(4), propiedad de las proporciones .




Note que si la recta es horizontal, todos los segmentos que se consideren sobre ella también
los son, de modo que tienen pendiente cero. Con los discutido anteriormente se establece la
siguiente definicién:

Definicién 4. La pendiente de una recta no vertical es el numero que es igual a la pendiente
de todo segmento de la recta.

Ejemplo 3. Determine la pendiente de la recta que se muestra en la figura.

Solucion Basta tomar dos puntos cualesquiera de esa recta, por ejemplo B(5,2) y N(1,—1):

—1-2 3
T T
Note que si se toman otros dos puntos como L(—3,—4) y N(—1,1) se obtiene la misma pen-
diente:

S P
SR R

Cualquier otro segmento de la misma recta nos daria la misma pendiente.
Ejercicios
1. Determine la pendiente de cada segmento indicado en la siguiente figura:

E F
B sed

2. ;Qué pares de puntos dados a continuaciéon determinaran rectas horizontales? ;Cuéles,
rectas verticales?



. (5,7) y(=3,7) £ (4,7) y(~2,6)
b (27 4) Y(47 _1) g. (07 0) y<07 5)
c.  (5,2) v(=3,5) h.  (0,6) v(3,0)
d. (0,—1) y(4,-1) i.  (a,b)y(a,c)
€ ( ) 3) Y(_3’ 3) J ((17 b) Y(Cv b)

1.3. Rectas Paralelas

Recuerde que, en un mismo plano, dos rectas son paralelas si no se intersecan. Considere dos
rectas paralelas L; y Ly en el plano cartesiano con pendientes m;, y my, respectivamente, se
justificard que tienen la misma pendiente.

L,

P

/ E G

Afirmacion Justificacién
(1) | LEAD = ZCFG | Angulos correspondientes entre paralelas.

(2) | LZADE = ZFGC | Angulos rectos

(3) | AADE ~ AFGC' | Teorema de semejanza de triangulos AA.

ED gq
Wl a0~ Fa

(3), definicion de semejanza de tridngulos.

(5) my, = my, Sustituyendo los valores en (4), Definicién de pendiente

Notas
a. De manera similar se justifica para el caso de rectas decrecientes.

b. Como todos los segmentos de una recta tienen la misma pendiente, se pueden tomar los
segmentos ADyF'G sobre la misma recta.

c. Si las rectas son horizontales, tienen la misma pendiente: cero.



d. También es verdadero que si dos rectas tienen la misma pendiente, entonces son paralelas
(no se justificard en este apunte).

Con lo anterior se pueden enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1. Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales.

1.4. Rectas Perpendiculares

Recuerde que, en un mismo plano, dos rectas son perpendiculares si se intersecan formando
angulo recto. Considere dos rectas perpendiculares L; y Lo que se intersecan en un punto P,
con pendientes my, y my, respectivamente. Se analizarda que sucede con las pendientes.

Situacién 1. Suponga que tenemos dos rectas perpendiculares 3 y lo (Con pendientes my
y Mg respectivamente) que se intersecan en P. Considere ademds que ninguna es vertical.

Consideramos puntos ) en [y y R en [; (como en la figura siguiente) tales que PQ) = PR. Note
que se forman dos triangulos congruentes:

10



Afirmacién Justificacion

(1) | £ZQPS=/ZLPH Opuestos por el vértice.

(2) | mLSQP +mZQPS =90 Angulos complementarios.

(3) | mZRPL+m/LPH = 90 Angulos complementarios, rectas perpendiculares.

(4) | m4SQP +mZQPS =m/RPL+m/LPH | (2),(3), transitividad.

(5) | m£LSQP =mZRPL (1) Cancelado

(6) | PQ=PR Construccion .

(7) | £S=ZL Angulos rectos

(8) | AQSP = APLR Teorema Congruencia LAL, (5),(6),(7)

S PL

9) g_P :LIR—R Definicién de congruencia

(10) | my = 17 Definicion de pendiente de una recta
—QS

(11) | mg = % Definicién de pendiente de una recta
—1

(12) | my=— (9),(10),(11)
mo

(13) | my -mg = —1 Propiedades de R

Conclusion:Si dos rectas perpendiculares tienen pendientes , entonces my - mo = —1

Situacion 2. Haciendo la justificacion de manera inversa se puede concluir que si se tienen
dos rectas tales que my-my = —1 , entonces estas rectas son perpendiculares. De las situaciones
1y 2 se llega al siguiente teorema:

Teorema 2. Dos rectas no verticales son perpendiculares si y solo si el producto de sus pen-
dientes es igual a —1

1.5. Ecuacion de una recta

Caso 1. Rectas Verticales:

Si una recta es vertical e intersexa al eje X en (a,0), entonces su ecuacién es x = a. (La
coordenada y de cualquier punto de ella es 0) .
Caso 2. Rectas NO Verticales:

Para rectas no verticales se necesita el concepto de pendiente. Suponga que una recta L tiene
pendiente m y pasa por el punto (x1, ;) . Sea (x,y) cualquier punto de L. Se puede determinar
la relacién entre la coordenada x y la coordenada y de un punto (x,y) cualquiera de L de la
siguiente manera: Usamos la definicién de pendiente de L para (z1,41), (x,y) :

Yy—u

r — T
= mx—x1)=(y—u)
y=m-(r—z1)+y

m =

11



Esta tltima ecuacién se denomina Fcuacion punto-pendiente de la recta
Ejemplo 4. determine la ecuacion de una recta L con pendiente 5 que pasa por (—2,3).

Solucion: Si (x,y) es cualquier otro punto de L entonces, por la definicién de pendiente se tiene:

y—3
r——2
—y—-3=5(r+2)
= y=5r+10+3
< y=05r+13

5

Retomando lo discutido antes del ejemplo, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 3. Sea L una recta con pendiente m que por (x1,y1). Entonces todo punto (x,y) de
L satisface la ecuacion y — y; = m(z — x1).

Notas

a. El teorema anterior justifica que todo punto (x,y) de L satisface la ecuacién
y—y=m(x—x1).

b. Andlogamente se puede justificar que todo (z,y) que satisface a la ecuacién
y—1y1 =m(x —xp) estd en L.

Por lo discutido en 1 y 2 se tiene que:
c. Sedice que L es la gréfica de la ecuacién y — y; = m(z — x1).

Ejemplo 5. trace la grdfica de la ecuacion y — 2 = 3(x — 4)

Solucion: como tiene la forma ecuacién punto pendiente, la grafica es una recta L.

Se sabe de la geometria Euclidea que dados dos puntos cualesquiera, hay una tnica recta
que los contiene. Entonces para graficar esa ecuacion basta tomar dos puntos cualesquiera
que las satisfagan.

a. Para z = 1 tenemos: 4
y—2=3-(1—4) :
=y—2=-9

=y = -7 8 -4
Entonces (1,—7) estd en L

b. Para x = 2 tenemos:
y—2=3-(2—14)
=y—2=—6
=y=—4
Entonces (2, —4) estd en L

12



Nota: Si en la ecuaciéon y — y; = m(x — 1) se toma 1 = 0y y; = b, la ecuacién seria :

y—b=m-(z—0)
=y—b=mz
=y=mz+b

Esta es la ecuacién de una recta con pendiente m que pasa por (0,b).

Ejemplo 6. La grafica de la ecuacion y = 3x — 4 es una recta con pendiente 3 que pasa por

(O’ _4)

Nota: La ecuacién de la recta, se puede transformar de la siguiente manera:

y—y1 =m(r—x1)
=y =m(r—z1)+ 0
= y=mr—mzx + Y1

Tomando b = —maxy + y; , dicha ecuacion se puede escribir de la forma y = max + b La tdltima
ecuaciéon es la forma usual de escribir la ecuacién de una recta.

Ejemplo 7. Determine la ecuacion de la recta que contiene los puntos de coordenadas (1,3) y

<2a _5)
Solucion. Como se tienen dos puntos, la pendiente se puede obtener con la férmula:
-5—-3 =8
m=5_y =g =78
Considerando el valor de la pendiente y cualquiera de los pares ordenados, se puede obtener
(de la ecuacién y = max + b) el valor de b. Sustituyendo el punto (1,3) y m = —8 tenemos:
y=mx+b
=3=-8-1+0b
=b=11

2. La Parabola y la Circunferencia

2.1. La gréafica de la Ecuacién y = 22

Cuando se habla de la gréfica de una ecuacién con dos incégnitas, se hace referencia a la
representacion en el plano del conjunto formado por todos los pares ordenados (x,y) que son
solucién de esa ecuacién. En el caso de y = 2% se deben representar todos los pares ordenados
en los cuales la ordenada es el cuadrado de la abscisa, es decir, los pares de la forma (x,z?)
para cualquier nimero real x. Como la cantidad de pares ordenados de esta forma es infinita
(uno por cada nimero real x) se puede empezar por elaborar una tabla de valores con nimeros
enteros como la siguiente:

x -3 -2 —1 0 1 2 3
x? 9 4 1 0 1 4 9
(z,2%) | (=3,9) | (=2,4) | (—=1,1) | (0,0) | (1,1) | (2,4) | (3,9)




Es importante notar que los siguientes dos aspectos:

a. El cuadrado de un numero real es un nimero mayor o igual que cero, por lo tanto la
grafica que se pretende construir no puede tener puntos en los cuadrantes I11 y IV.

b. El nico nimero cuyo cuadrado es 0 es precisamente 0, por lo tanto la tinica interseccién
con el Eje X serfa el origen del sistema de coordenadas pues como 0? = 0 entonces se
tiene el punto de coordenadas (0,0) en la grafica como se puede ver en la tabla anterior.

c. Debido a que dos niimeros opuestos tienen el mismo cuadrado: a* = (—a)?, para cada
par ordenado de la forma (a,a?) se va a tener también el par (—a,a?), lo cual se va a ver
en la grafica como una simetria respecto al Eje Y como se puede observar en la siguiente
representacion:

D es el tinico punto en el Eje X.
B F La gréafica va a ser simétrica respecto al Eje Y:

L 44 L] . . ]

por ejemplo B y F' son simétricos
respecto al Fje Y (tienen la misma

o ordenada y las abscisas son opuestas).

2+

c E
L] 14 L
0lD
3 2 -1 0 1 2 3 4

La grafica anterior es una primera aproximacion a la representacién de la ecuaciéon y = 22

pues Unicamente se utilizaron valores enteros para x desde —3 hasta 3. Sin embargo, la variable
x puede asumir cualquier valor real. Por ejemplo note en ejemplo la siguiente tabla con otros
valores racionales entre —3 y 3:
T -2.5 -1.25 -0.5 0.1 1.5 2.3 2.9
z? 6.25 1.5625 0.25 0.01 0.25 2.25 5.29 8.41

T
(z,2%) | (-2.5,6.25) | (-1.25,1.5625) | (-0.5.0.25) | (0.1,0.01) | (5,025) | (1.5:2.25) | (235.29) | (29, 8.41)

1
2
2

14



Si se agregan estos nuevos puntos a la grafica anterior se obtiene la siguiente:

74

6

Como se comento anteriormente, por cada punto de esta grafica debe también tenerse al simétri-
co respecto al eje Y. Si se quitan las etiquetas de los puntos y se agregan los simétricos faltantes
para los puntos dados se obtiene la siguiente representacion:

A pesar de que esta grafica tiene mas puntos que la anterior, sigue siendo incompleta pues
solamente se han utilizado 21 puntos (para 21 valores de z). La gréfica también deberfa contener

15



puntos para cualquier otro nimero real. Debido a la imposibilidad de representar todos los
nimeros reales en una misma gréafica y poder observarla de forma completa, se debe seleccionar
un intervalo de visualizacién. En este caso se seguira trabajando con el intervalo [—3, 3] pero se
agregaran los demas puntos siguiendo el patrén ya identificado con los anteriores. Por ejemplo,
deben contemplarse los siguientes pares ordenados correspondientes a valores irracionales de la

variable z:

. — /89 2 —g V2 V2 g V2 80
2 2
2 2 m r 2
T 8.9 4e 1 i 2 2 42 4e 8.9
(e.0%) | (~vB.89) | (2e,4¢?) | (-5, 70) | (-v22) | (v22) | (5. 7) | (V22) | (VBI 89)

La grafica de la ecuacién y = x? en el intervalo [—3, 3] se ve de la siguiente manera:

a-

Si se amplia el intervalo de visualizacion de esta grafica se puede por ejemplo obtener la si-

guiente:

16



A curvas con esta forma se les llama pardbolas céncavas hacia arriba. En esta el rango (conjunto
de valores de las ordenadas de todos los pares ordenadas) es [0, 4o00].

2

2.2. La grafica de la Ecuacion y = —x

Ahora se considerard la ecuacién y = —x%. Observe que las soluciones de esta ecuacién son
pares ordenados en los cuales la ordenada es el opuesto del cuadrado de la abscisa, es decir,
tienen la forma (z, —2?). En este caso los valores de la ordenada no pueden ser positivas, razén
por la cual la gréfica no puede tener puntos en los cuadrantes I y I1. Si se compara esta ecuacién
con y = z2, se puede notar que para cada valor de x el nuevo valor de ¥ es el opuesto del que

se obtuvo anteriormente, como se puede observar en la siguiente tabla:

x -3 -2 -1 0 1 2 3

x? 9 4 1 0 1 4 9
(z,2%) | (=3,9) | (-2,4) | (-1,1) | (0,0) | (1,0) | (2,4) | (3,9)

—x? -9 -4 -1 0 -1 -4 -9
(.T, _x2> (_3a _9) (_Za _4) <_17 _1) (0’ O) (17 1) (27 _4) (37 _9)

17

Al representar estos pares ordenados de la tabla anterior en un sistema de coordenadas carte-
sianas se obtiene lo siguiente:




Nuevamente esta grafica es incompleta pues debe existir un punto para cada nimero real z. La
grafica de y = —a? se puede obtener reflejando respecto al eje X la grafica de y = 22 construida
anteriormente, por lo que se obtiene la siguiente parabola céncava hacia abajo:

2.3. La gréfica de la Ecuacién y = 22 + k

Si k es un nimero real cualquiera y consideramos la ecuacién y = 22 + k, la tabla de valores
correspondiente a esta nueva ecuaciéon se puede obtener de la de y = z? sumando k a las

18



ordenadas correspondientes a cada uno de los valores de las abscisas como se muestra en la
siguiente tabla:

x -3 -2 -1 0 1 2 3
x? 9 4 1 0 1 4 9
(1'73;2) (_379) (_274) (_171) (070) (170) (274) (379)
z* +k 9+k 4+k 1+k 0+k 1+k 4+k 9+k
(r,z* +k) | (-3,9+k) | (-2,4+k) | (-1,1+k) | (0,0+k) | (1,1 +k) | (2,4+k) | (3,+k)
A continuacién se muestran los casos particulares cuando k = 2 o kK = —4, las tablas y graficas
que se obtienen son las siguientes: Para k=2:
x -3 —2 -1 0 1 2 3
x? 9 4 1 0 1 4 9
(‘r’xz) <_379) (_274> (_171) (070) (17()) (2’4) (379)
%+ 2 11 6 3 2 3 6 11
(r, 2% +2) | (=3,11) | (=2,6) | (=1,3) | (0,2) | (1,3) | (2,6) | (3,9)

En este caso, como las ordenadas aumentan en dos unidades, para cada valor de x, entonces la
grafica se puede obtener a partir de la de y = 2% , trasladdndola dos unidades hacia arriba:

La nueva pardbola también es concava hacia arriba pero ahora no interseca al eje X. El rango
para esta ecuacién es el intervalo [2, +o0o[. Para k=-4:

x -3 -2 —1 0 1 2 3

x? 9 4 1 0 1 4 9
(377332) (_379) <_274) (_L 1) (070) (1’ 1) (2v4) (379)

24 ) 0 -3 —1 -3 0 5
(2,22 —4) | (=3,5) | (=2,0) | (=1,=3) | (0,—=4) [ (1,=3) | (2,0) [ (3,5)




En este caso, como las ordenadas disminuyen en cuatro unidades, para cada valor de x, entonces
la gréfica se puede obtener a partir de la de y = 22 , trasladdndola cuatro unidades hacia debajo
de modo que resulta una pardbola céncava hacia arriba cuyo rango es [—4, +oo[

En general, la grafica de y = 22 + k se puede obtener a partir de la grafica de y = 22 mediante
una traslacién vertical de |k| unidades, hacia arriba si k es positivo, o hacia abajo si es negativo.

Ejercicio 1. Trace la grafica de las siguientes ecuaciones. Para cada una de ellas indique el
rango, la interseccion con el eje Y vy la cantidad de intersecciones con el eje X.

a. y=a22+4
b. y=22-9

Ejercicio 2. Indique la ecuacion de la grafica que se obtiene al trasladar la pardbola de ecuacion
y = 2% tres unidades hacia abajo. ;En qué puntos interseca esta pardbola a los ejes del sistema
de coordenadas?

2.4. La gréafica de la Ecuacién y = —2% + k

De forma similar como se trabajé en la seccién anterior, si £ es un nimero real cualquiera, la
grafica de una ecuacién que tiene la forma y = —22 + k se puede obtener a partir de la grafica
de y = x? mediante una traslacién vertical de |k| unidades, hacia arriba si k es positivo, o hacia
abajo si es negativo. Por ejemplo, si k = —3 se tienen la siguiente tabla de valores de referencia:

x -3 —2 —1 0 1 2 3
(,—29) | (=3,-9) | (=2, —4) [ (-L-1)| (0,0) | (L-1) | (2 —4) | (3,-9)
27— 3 “12 =7 1 —3 1 —7 12
(2, —22 —3) | (=3,—12) | (=2, =7) | (=1,-4) [ (0,=3) | (1,—-4) | (2,—7) | (3,-12)
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Es importante notar en este caso que como 2 es un niimero real mayor o igual que cero, —z?—3
debe ser un niimero menor o igual que —3, lo cual se puede observar en la grafica de la ecuacién,
la cual corresponde a una parabola céncava hacia abajo que no interseca al eje X y cuyo rango
es el intervalo | — oo, —3]:

\a 3 5 i

Por otra parte, si k& = 4 se tienen la siguiente tabla de valores de referencia:

x -3 -2 -1 0 1 2 3

—x? -9 —4 -1 0 -1 —4 -9
(xa_xQ) (_37_9) (_27_4) (_17_1) (070) (1’ _1) (27_4) (3)_9)

—a?+4 ) 0 3 4 3 0 )
(z,—22+4) | (=3,-5) | (=2,0) | (=L1,3) [ (0,4 | (1,3) | (2,0) | (3,—5)

Para esta ecuacién es importante tomar en cuenta que tanto cuando x = 2 como cuando
x = —2 las soluciones se completan con y =0, por lo tanto su grafica interseca al eje Xdos
veces. Ademds,—2% + 4 = 4 — 2% es un ndmero menor o igual que 4 para cualquier valor de
x. La grafica de esta ecuacion es una parabola concava hacia abajo cuyo rango es el intervalo
| — 00, 4] como se puede observar en la siguiente figura:
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Ejercicio 3. Trace la grdfica de las siguientes ecuaciones. Para cada una de ellas indique el
rango, la interseccion con el eje Y y la cantidad de intersecciones con el eje X.

a)y=—x*>—-7 b)y=—-2+9

Ejercicio 4. Indique la ecuacion de la grifica que se obtiene al reflejar respecto al eje X la
grdfica de la ecuacion y = x* — 6. ;En qué puntos interseca esta pardbola a los ejes del sistema
de coordenadas?

Ejercicio 5. Para cada una de las pardbolas graficadas anteriormente indique si existe una
recta que sea un eje de simetria.

Ejercicio 6. Indique la ecuacion de cada una de las pardbolas de la siguiente grdfica si se sabe
que todas se obtuvieron mediante traslaciones verticales o reflexiones respecto al eje X a partir
de la pardbola de la ecuacion y = x>.
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2.5.

La gréafica de una ecuacién de la forma y = (x — h)

2

Si k es un ntimero real cualquiera y consideramos la ecuacién y = (x — h)?, la tabla de valores
correspondiente a esta nueva ecuacién se puede obtener de la de y = 22 como se muestra en la
siguiente tabla:

-1

1

2

3

x -3 —2 0
z? 9 4 1 0 1 4 9
(z,27) (—3,9) (—2,4) —1,1) (0,0) (1,1) (2, 4) (3,9)
(z — h)? (—3—h)? (—2—h)? (—1—h)? 0 —h)? (1—h)? 2—h)? (B—h)?
(@ @—h?* [ (3,(83-1m) [ (=2(2-r>) [ cLE1-*) [0,0-m) [ 1A= | 221 [ 3,B-h7)
A continuacién se muestran los casos particulares cuando k =2 o kK = —1, las tablas y graficas
que se obtienen son las siguientes: Para k = 2
x -3 —1 0 1 2 3
x? 9 1 0 1 4 9
(z —2)° (=5 | (=4 | (=3)* | (2)* | (=1)*] (0* | (1)

En este caso, como las abscisas disminuyen dos unidades, se obtiene la misma ordenada para
una abscisa 2 unidades mayor que la correspondiente a la misma ordenada en la ecuacién y = 22,
entonces la grafica se puede obtener a partir de la de y = 22 | trasladdndola dos unidades hacia

la derecha:
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Con respecto a esta transformacién es importante notar que tanto z? como (x — 2)2 son can-
tidades mayores o iguales que cero para cualquier valor de x. Como la transformacién de la
grafica corresponde a una traslacién horizontal, el rango de la curva sigue siendo el intervalo
[0, +00[. También se puede observar que la pardbola mantiene la propiedad de ser simétrica
respecto a una recta vertical, pero ya no se trata del eje Y (recta de ecuacién x = 0 ) sino de
la recta de ecuacion x = 2

Por otra parte, si k = —1 se tienen la siguiente tabla de valores de referencia:
x -3 -2 -1 0 1 2 3
x? 9 4 1 0 1 4 9

(z,2?) (=3,9) | (—=2,4) | (=1,1) | (0,0) | (1,1) | (2,4) | (3,9)

(w—-D* | (=2 | (=1)* | (0 | (1)? | (2 | 3)° | (4)°
(z,(x+1)%) | (=3,4) | (=2,1) | (=1,0) | (0,1) | (1,4) | (2,9) | (3,16)

En este caso, como las abscisas aumenta una unidad, se obtiene la misma ordenada para una
abscisa 1 unidad menor que la correspondiente a la misma ordenada en la ecuacén y = a2,
entonces la grafica se puede obtener a partir de la de y = 2? , trasladdndola una unidad hacia

la izquierda, de modo que el eje de simetria es ahora la recta de ecuaciéon x = —1:
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Ejercicio 7. Trace la grifica de las siguientes ecuaciones. Para cada una indique las intersec-
ciones con los ejes, la ecuacion del eje de simetria y el rango:

a)y=(z—3)° b) y = (z + 3)?

Ejercicio 8. Indique la ecuacion de la pardbola que se obtiene al reflejar respecto al eje X la
de ecuacion y = (x 4+ 1)?. 5Cudl es el rango de cada una de estas dos curvas?

Ejercicio 9. Determine la ecuacion de cada una de las siguientes pardabolas:
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Ejercicio 10. Indique una ecuacion para la pardbola concava hacia arriba cuyo vértice es el
punto de coordenadas (5,0) e interseca al eje’ Y en el punto (0,25).

Ejercicio 11. Trace la grdfica de las siquientes ecuaciones. Para cada una indique las inter-
secciones con los ejes, la ecuacion del eje de simetria y el rango:

a)y-—(x—%)Q b)y——(x—i—;)z

Ejercicio 12. Indique cémo se obtiene, a partir de la grdfica de la ecuacién y = 2%, la grdfica
de y = —(x — h)%. ; Cudl es el rango, el vértice y el eje de simetria para esta curva?

2.6. La grafica de una ecuacién de la forma y = ax?

Si a es un ntimero real diferente de cero y consideramos la ecuacién y = az?, la tabla de valores
correspondiente a esta nueva ecuacién se puede obtener de la de y = 2% como se muestra en la
siguiente tabla:

x -3 -2 -1 0 1 2 3
x? 9 4 0 4 9
($7x2) <_379) (_274) (_17 1) (an) (17 1) (274) (379)

az? a(=3)? | a(=2)? | a(=1)* | a(0)* | a(1)? | a(2)® | a(3)?
(z,az?) | (=3,9a) | (—2,4a) | (=1,a) | (0,0) | (1,a) | (2,4a) | (3,9a)

Observe que cuando a = 1 la pardbola no sufre ninguna transformacié y cuando a = —1 la
ecuacién resultante es y = —a?, cuya gréifica se construyé anteriormente y, como se sefald,
se obtiene reflejando respecto al eje X la grafica de la ecuacién y = x?. A continuacién se
muestran los casos particulares cuando a = 3 0 a = —2, las tablas y graficas que se obtienen
son las siguientes:
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x -3 -2 -1 0 1 2 3
x 9 4 1 0 1 4 9
(I7 xQ) (_3’ 9) <_27 4) (_1 1) (O’ 0) (17 1) (2’ 4) (37 9)
322 | 3(=3)% | 3(=2)2 [ 3(=1)% [ 3002 [3(1)Z ] 3(2)% | 3(3)2
(z,322) | (=3,27) | (=2,12) | (=1,3) | (0,0) | (1,3) | (2,12) | (3,27)

Y

Cuando a = 3, las ordenadas correspondientes a cada valor de x son el triple de la respectiva en
la ecuacién inicial. Graficamente, los puntos de la nueva curva correspondientes a un valor de

x determinado, estan al triple de distancia del eje X, si se comparan con los puntos asociados
a la misma abscisa pero en la parabola original:

Cuando a = —2 se tiene la siguiente tabla de valores:
x -3 —2 -1 0 1 2 3
x? 9 4 1 0 1 4 9
(z,2%) (—3,9) (—2,4) (—1,1) (0,0) (1,1) (2,4) (3,9)
—2x? —2(3)% | =2(=2)? | =2(=1)? | =2(0)? | —=2(1)* | —2(2)* | —2(3)*
(x,—22%) | (=3,-18) | (=2,-8) | (—1,—2

)| (0,0) | (1,-2)|(2,-8) | (3,—18)

Como se puede observar, los valores de y son negativos para cualquier valor de z diferente
de 0. Por lo tanto, la gréfica debe ser una pardbola cuyos puntos se ubican en los cuadrantes
[T y TV, ademas del origen del sistema de coordenadas. Graficamente, los puntos de la nueva
curva correspondientes a un valor de x determinado, estan al doble de distancia del eje X, si

se comparan con los puntos asociados a la misma abscisa pero en la parabola original, pero en
el sentido contrario, es decir la parabola es concava hacia abajo:
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En general, cuando a > 0 se pude decir que la grafica de y = ax? se puede obtener a partir de
la grafica de y = ? mediante una trasformacién vertical (se expande si a> 1 y se comprime si
0 < a < 1 por un factor a y en el caso en que a < 0, ademas hay una reflexién respecto al eje
X por lo que cambia la concavidad de la gréafica (hacia abajo).

Ejercicio 13. Trace la grdfica de las siguientes ecuaciones. Para cada una indique las inter-
secciones con los ejes, la ecuacion del eje de simetria y el rango:

1 —1
= — 2 b = — 2
a) y 2$ )y B

Ejercicio 14. Indique la ecuacion de la pardbola que se obtiene al reflejar respecto al eje X la
de ecuacion y= 22> + 1. ; Cudl es el rango de cada una de estas dos curvas?

Ejercicio 15. Determine la ecuacion de cada una de las siguientes pardabolas si se sabe que
tienen la forma y = ax® + c:
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Ejercicio 16. Indique cdmo se puede obtener la grifica de cada una de las siguientes ecuaciones
a partir de la grdfica de y = x2:
a)y=3(r—2)? b)y=—1>+4

Ejercicio 17. Trace la grdfica de las siquientes ecuaciones. Para cada una indique las inter-
secciones con los ejes, la ecuacion del eje de simetria y el rango:
a) y = 3(z +2)* b)y=—(r-1)°-1

Ejercicio 18. Indique como se obtiene, a partir de la grdfica de la ecuacion y = 22, la grdfica
de y = a(x — h)?+ k. ;Cudl es el rango, el vértice y el eje de simetria para esta curva?

2.7. La gréfica de una ecuacién de la forma y = az? + bz + ¢

Si a, b, ¢ son nimeros reales con a! = 0, la gréifica de una ecuacién de la forma y= az? + bz + ¢
corresponde a una parabola, la cual se puede obtener a partir de la gréfica de y = 2% haciendo
algunas transformaciones como se puede observar en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 8. Trace la pardbola de ecuacion y= 4x* + 4x + 5 El procedimiento algebraico de-
nominado completacion de cuadrados es una herramienta muy util para poder identificar las
transformaciones que se deben aplicar a la pardbola de ecuacion y = x? para obtener la grifica
solicitada:

y=a>+4x+5

y=a24+2x-2-4+22+1

y=(z+2)°+1

y=(r—-27%+1
A partir de esta dltima expresion se deduce que la pardbola de ecuacién y = x? se debe trasladar
dos unidades hacia la izquierda y una unidad hacia arriba:
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y=xt+dx+5

La grafica resultante es una pardbola céncava hacia arriba, simétrica a la recta de ecuacién
xr = —2, cuyo vértice es el punto de coordenadas (—2,1) y el rango es el conjunto [1, +oc.

Ejemplo 9. Trace la pardbola de ecuacion y = —x?+6x —T7 Al completar cuadrados se obtiene
la siguiente expresion:

y=—2°+6z—7
y=—(2*—6z+7)
y=—(2"-2-2-3+3*-2)
y=—(z—-3)°+2

De esta tiltima expresion se deduce que la pardbola de ecuacion y = x2 se debe trasladar 3
unidades a la derecha (y = (x — 3)?), luego reflejarla respecto al eje X (y = —(x — 3)?) y por
ultimo trasladarla 2 unidades hacia arriba:
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Y =% - B+

La parabola resultante es céncava hacia abajo que es simétrica a la recta de ecuacién x = 3, su
vértice es el punto de coordenadas (3,2) y el rango es el conjunto | — oo, 2].

Ejercicio 19. Para cada una de las siguientes ecuaciones describa la secuencia de transforma-
ciones que se deben aplicar a la pardbola de ecuacion y = 2% para obtener la grdfica correspon-
diente y ademds indique: concavidad, vértice, eje de simetria, rango y cantidad de intersecciones
con el eje X

a. y=-—x*—3

b. y=(r—3)?2+1
c. y=—(z+1)?>-2
d. y=22+10x + 25
e. y=—4—2%+4x
f. y=a?+4z +2

g y=-—-12+22
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Caso general:

Si se aplica el procedimiento de completacién de cuadrados a la ecuacién y = az? + bx + ¢ con
a! = 0 de la siguiente manera

y = ar® +bx +c

et 2+ ab?

YT\ 9 4a?
—b 2+4ac—b2

=a|lx——

Y 2a da
—b\*>  (b® — 4dac)

=alrx—— | —

Y a 4a
-b\* A

y:a(:c—2—) —4—conA:b2—4ac
a a

De esta tltima expresién se deduce que la gréafica basica (pardbola de ecuacién y = z?) se debe
trasladar horizontalmente ;— (hacia la derecha si este niimero es positivo o hacia la izquierda
a
si es negativo), luego comprimirla (si |a| < 1) o alargarla (si |a| > 1) por un factor |a|, reflejarla
respecto al eje X si a < 0y por ultimo, trasladarla verticalmente \;—] unidades (hacia arriba
a
si :l_ es negativo o hacia abajo si es positivo).

a
Por lo tanto, se tiene que la parabola resultante cumple con las siguientes caracteristicas:
a. Concava hacia arriba si @ > 0 o hacia abajo si a < 0

—b

b. Simétrica respecto a la recta de ecuaciéon x = %
a

o

-b —A
. El vértice es el punto de coordenadas | —, —
2a " 4a

—-A —A
d. El rango es el conjunto 1 0, 4—] cuando a < 0 o bien {4—, o0 [ sia>0
a a

e. Interseca al eje Y en el punto de coordenadas (0, ¢)
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Por tltimo, para determinar las intersecciones con el eje X basta resolver la ecuacién 0 =
ax? + bx + ¢, la cual tiene soluciones reales unicamente cuando A = b? — 4ac > 0. Por lo tanto,
la parébola:

a. No interseca al eje X si A = b? —4ac < 0

b. Interseca una tnica vez al eje X si A = b — 4ac = 0.

c. Interseca dos veces al eje X si A = b* — 4ac > 0.

—b+Vb? — 4ac 0) (—b—\/b2—4ac 0)
) y b *
2a

En este iltimo caso, las intersecciones estan dadas por < 5
a

Ejemplo 10. Realice un andlisis completo de la pardbola de ecuacion y = 2x* + 3z + 1 .

Si se identifica la ecuacién dada con la forma y = ax?+bx+c se tiene que a = 2,b = 3,c = 1. Por
A -1 b -3 -b+VA -1 -b—+VA

lo tanto A =¥* —4ac=9-8=1, — = —, — = —  ————— =y — " — ],

o tamo o= 4o 82 4 2a 2 VT 2

Por lo tanto, la pardbola tiene con las siguientes propiedades:

s Céncava hacia arriba

: . . 3
Eje de simetria: recta de ecuaciéon z = —-

4

-3 -1
Vértice: punto de coordenadas (— —)

47 8

Interseccién con el eje Y: punto de coordenadas (0, 1)

-1
Intersecciones con el eje X: puntos de coordenadas (—1,0)y <7, 0)

-1
Rango: conjunto [?, oo[

La gréafica de la ecuacion es la siguiente:
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y =2+ 3x+ 1

(-0.75,-0.125)

Ejercicio 20. Considere la pardbola de ecuacién y = ax?® + bz + ¢, de la cual se sabe que el
eje de simetria contiene puntos en el primer cuadrante, ¢ >0 y a < 0. Indique la cantidad de
intersecciones con el eje X, el signo de b y el rango.

Ejercicio 21. Considere la pardbola de ecuacion y = ax?® + bx + ¢, la cual interseca al eje Y
en el punto (0,4) y ademds el eje de simetria es la recta de ecuacion x = 2. ;Es posible que
esta pardbola interseque al eje X unatunica vez?

Ejercicio 22. Para cada una de las siguientes ecuaciones realice el estudio completo (concavi-
dad, eje de simetria, vértice, intersecciones con los ejes, rango) y grafique la pardbola.

a.y=a+r+1 b. y = 3z — 2*
c.y=—a>+4x+5 dy=2>+2+2
e.y:—:pz—l—\/ﬁ—%x f.y=-222-3

Ejercicio 23. Para cada una de las siguientes pardbolas de ecuacion y = ax?® + bx + ¢, indique
si cada uno de los coeficientes y el discriminante son numeros mayores, menores o iguales a
cero:
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o-
5-
4..
a 0
3 b 0
V.
c 0
A 0
24
1
T T T T 0 T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2

Ejercicio 24. Si el eje de simetria de una pardbola es la recta de ecuacion x = 2 y contiene
al punto de coordenadas (4,—3) scudl otro punto se puede asequrar con certeza que pertenece
a esa parabola?

Ejercicio 25. Determine una ecuacion para la pardbola que cumple con la condicion dada en
cada caso:

a. El vértice es el punto de coordenadas (—3,2) e interseca al eje Y en el punto (0, —2).

b. Contiene a los puntos de coordenadas (1,1) y (—1,3). El eje de simetria es la recta de
ecuacion x = 2.

c. Interseca a los ejes en los puntos (0,3),(—1,0) y (—4,0).

Ejercicio 26. Considere un pardbola con eje de simetria horizontal, cuyo vértice es el punto de
coordenadas (2,3) y que interseca al eje Y en los puntos (0,2) y (0,4). Encuentre una ecuacion
para esta curva.

3. Ecuacion de la Circunferencia

A partir de la definiciéon de una circunferencia y la férmula de distancia entre dos puntos en el
plano cartesiano, es inmediato que si el centro es el punto de coordenadas C(a,b) y el radio es r
entonces cualquier punto P(z,y) de la circunferencia debe cumplir con la siguiente condicién:

Ad(P,CY =71 (r—a)?+(y—0b2=r< (z—a)’+ (y—b)?=1r?

Ademas, cualquier punto que cumpla con esa condicién debe estar en la circunferencia. Por eso,
a esta igualdad se le llama ecuacién de la circunferencia de centro (a, b) y radio r. En particular,
si el centro es el origen del sistema de coordenadas entonces la ecuacion de la circunferencia

estd dada por 2% + % = r2.
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Ejemplo 11. Determine si el punto R(2,2) se encuentra en el interior de la circunferencia de
ecuacion (z — 3)* + (y + 4)* = 25.

Solucion

Note que el centro de la circunferencia es el punto de coordenadas (3, —4) y el radio es de 5 uni-
dades. Para determinar si el punto esta en el interior o en el exterior de la circunferencia, basta

con calcular la distancia de ese punto al centro: d = /(3 —2)2+ (—4—2)2 = /(14 36) =
V37> 5

Ejemplo 12. Determine la ecuacion de la circunferencia en la cual los puntos_A(—2,4) Y
B(4,—4) son los extremos de un didmetro. Dibuje la curva y senale el didmetro AB.
Solucion

El centro M del circulo debe ser el punto medio del didmetro AB : M(

) 2 -
(1,0). El radio de la circunferencia es la distancia de A a M: 1 = /(0 —4)2 + (-2 —1)2 =
V(16 +9) =5 La ecuacién de la circunferencia es: (x —1)* +y? = 25

—2+4 4+4>

Ejemplo 13. Calcule la longitud del didmetro de la circunferencia determinada por la ecuacion
22 + 9% + 10y = 34.
Solucion

Al reescribir de la forma estdndar la ecuacion x* +y* + 10y = 34 se obtiene el radio. Para ello
se completan cuadrados:

224+ y? + 10y = 34 >
22+ 2+ 10y +25=9 “
2>+ (y +5)* = 32 &

(2 —0)2 + (y— —5)2 = 8°
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Se deduce que la ecuacion tiene como centro el punto de coordenadas (0, —5) y un radio de 3
unidades. Por lo tanto, el didmetro mide 6 unidades.

Ejemplo 14. Determine algebraicamente si la recta de ecuacion 3x + 2y = 6 es tangente a la
circunferencia de ecuacion x? + y?> = 4. Trace ambas curvas en un mismo sistema de coorde-
nadas y verifique su respuesta.

Solucion

Basta con determinar la cantidad de intersecciones que tienen las dos curvas y asi poder cla-
sificarlas en tangentes, secantes o si la recta estd en el exterior del circulo. Para esto se debe
resolver el sistema de ecuaciones:

20 +2y =6
x2+y2:3}
>
y:B—%x
x2+y2=3}

Sustituyendo obtenemos:

Py =302+ (3-32)" =30 22+9- 97+ % =369z + 222 =0

La cantidad de soluciones de esta ecuacion cuadrdtica corresponde al niumero de intersecciones
entre la recta y la circunferencia. Para conocer este dato basta con calcular el discriminante:
A =81 —78 =3 > 0 Se tiene entonces que las curvas se intersecan en dos puntos y por lo
tanto no son tangentes. Para trazar las curvas basta con observar que la circunferencia tiene
como centro al origen del sistema de coordenadas y tiene 2 unidades de radio. Para la recta se
puede ver que cuando x = 0 — y =3 y cuando y = 0 — x = 2 por lo que interseca a los ejes
en los puntos (0,3) y (2,0).

2_
(1.12, 1.32)
1_
(1,65, 0.52)
) 1 2 3




Si se desean conocer las abscisas de los puntos de interseccion entre las dos curvas basta resolver

36+ V4836 £4v3
26 260

la ecuacion cuadrdtica: 6 — 9x + %xQ =0424—36x+132° =0 o =
1842v/3

13
Las ordenadas de los puntos se pueden encontrar utilizando la ecuacion de la recta o la de la

circunferencia. En este caso la mds sencilla es y = 3 — %x

Sixz%ﬁxl,% entoncesy:?)—%-%g:i%—?”ﬁ— 39-27-3v3 _ 12—13\/§z0,52

1713 13

S 18-2v3 _ 9 _ 3 . 18-2v3 _ 9 3 9-v3 _ 39-27+3v3 __ 1243V3
Six = =33 =~ 1,11 entonces y = 3 — 3 G =3 =1 T = e = =S x 1,32
Las coordenadas de los puntos de interseccion son <18J§§‘/§, 12_13‘@) Y (18_1:2))‘&, 12J§§¢§).

Ejemplo 15. Encuentre la ecuacion de la recta que es tangente a la circunferencia de ecuacion
12 +4x +y* — 2y = —1 en el punto de coordenadas P(—2,—1).

Solucion

Al completar cuadrados se puede obtener la forma de la ecuacion que permita deducir las coor-
denadas del centro y el radio de la circunferencia:

A +yt —2y=—-1 2’ +dr+4+9y*P -2+ 1=—-1+4+1< (z+2)72*+(y—-12=22
Se trata por lo tanto de la circunferencia de centro en C(—2,1) y de 2 unidades de radio. Como
los puntos (—2,—1) y (=2, 1) se encuentran en una misma recta vertical de ecuacion x = —2, la
distancia entre ellos es | —1—1|=2, por lo que se comprueba que P pertenece a la circunferencia
y ademds la recta tangente por ese punto, como es perpendicular a la recta v = —2, debe ser
horizontal y por lo tanto su ecuacion es y = —1.

Ejercicio 27. Determine el centro y el radio de las circunferencias determinadas por las si-
guientes ecuaciones:

a. 22 +y>+9=16

b. 2%+ 10x + y* + 2y = 42
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c. 22 +6x+y>=10

Ejercicio 28. Determine si los siguientes pares de ecuaciones determinan dos circunferencias
tangentes, secantes, mutuamente exteriores o una interior a la otra.

a. ¥*+y* =25 (v—4)P2+y*=1
b. (x—124+@y+1)2=1, (z+1)>*+@w—-1)?%=1

Ejercicio 29. Determine si los siguientes pares de ecuaciones determinan una recta y una
circunferencia tangentes, secantes o que no se intersecan.

a. *+(y+2)?2=1 y=x+2
b. 2?2 +4x+y* =5, 4=22+y

Ejercicio 30. Considere la circunferencia de ecuacion x> — 4y +y* = 1 y el punto Q(2,1).
Determine la ecuacion de la recta que contiene al radio de extremo () y la recta tangente a la
circunferencia por el punto ().

Ejercicio 31. Considere la circunferencia de ecuacién x* +y?> = 16 . Determine una ecuacion
para una circunferencia que sea tangente interior, otra tangente exterior, otra secante, otra que
esté en el interior y otra en el exterior de la circunferencia dada.
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