
 

 

INSTRUCCIONES GENERALES: 

• Lea cuidadosamente, cada instrucción y pregunta, antes de 

• Utilice únicamente bolígrafo de tinta azul o negra  indeleble para resolver este examen. 

• Trabaje con el mayor orden y aseo posible. Si alguna

• Recuerde que sólo puede utilizar calculadora que únicamente efectúe las operaciones básicas. 

calculadora científica de ningún tipo. 

• La prueba debe resolverse individualmente.

• Esta es una prueba de desarrollo, por lo tanto debe inclu

respuesta. 

• La prueba consta de 58 puntos. 

• El tiempo disponible para resolver la prueba es de tres horas.

 

 

1) Demuestre:                                                                               

 

(a) Calcule � sec	���	� para demostrar que es igual a 

         

(b) Calcule � 
��
����


��� 	� para demostrar que es igual a 

 

2) Calcule las siguientes integrales:                        

 

(a) � �√�	��
� .  

 

(c) � �������
�������������� 	�.  

 

 

3) Determine si las siguientes integrales impropias convergen o divergen. En 

su valor.                                                                        

 

(a) � ��

����� 	���
� . 
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                                                                                                      (6 

para demostrar que es igual a ln|sec��� � tan	���| �

para demostrar que es igual a "2$�%�

&'�( � 5 $
%�

&'
( �

                                                          (7, 8, 10 y 7

(b) � √�����
� 	�

 

 

 (d) � sen����
 

Determine si las siguientes integrales impropias convergen o divergen. En caso de ser convergente calcule 

                                                                                                          (6 y 5 

(b) � sec	���	�
*
�
�

 

27 de setiembre de 2017 

desordenado, éste no se calificará. 

Recuerde que sólo puede utilizar calculadora que únicamente efectúe las operaciones básicas. No se permite el uso de 

todos los procedimientos que justifiquen la 

 y 9 puntos, respectivamente) 

� +.          

( � +.        	

, 8, 10 y 7 puntos, respectivamente) 

	�.  

�	�.  

caso de ser convergente calcule 

y 5 puntos, respectivamente) 

	�. Puede utilizar parte 1a) 
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1a) (6 puntos) Calcule ∫ sec	(ݔ)݀ݔ para demostrar que es igual a ln|sec(ݔ) + tan	(ݔ)| +         .ܥ
   
 
∫ sec	(ݔ)݀ݔ =  
 
 
∫ sec(ݔ) ∙ [ୱୣୡ(௫)ା୲ୟ୬(௫)]

[ୱୣୡ(௫)ା୲ୟ୬(௫)]
ݔ݀ =  

 
Sea ݑ = sec(ݔ) + tan(ݔ) ⇒ ݑ݀ = sec(ݔ) tan(ݔ) + secଶ(ݔ)݀ݔ = sec	(ݔ)[tan(ݔ) + sec	(ݔ)]݀ݔ, entonces 
 
∫ sec(ݔ) ∙ [ୱୣୡ(௫)ା୲ୟ୬(௫)]

[ୱୣୡ(௫)ା୲ୟ୬(௫)]
ݔ݀ = ∫ ଵ

௨
  ݑ݀

 
= ln|ݑ| + ܥ =	  
 
= ln|sec(ݔ) + tan(ݔ)| +   ܥ
 
 
1b) (6 puntos) Calcule ∫ ଶೣశభିହೣశభ

ଵ଴ೣ
para demostrar que es igual a −2 ݔ݀ ቀହ

షೣ

୪୬ ହ
ቁ + 5 ቀଶ

షೣ

୪୬ ଶ
ቁ +      .ܥ

 
Primero se expresa el integrando de la siguiente forma: 
 
2௫ାଵ − 5௫ାଵ

10௫ = 
  
ଶೣశభ

ଵ଴ೣ
− ହೣశభ

ଵ଴ೣ
=  

 
 
ଶ∙ଶೣ

ଵ଴ೣ
− ହ∙ହೣ

ଵ଴ೣ
=   

 

2 ൬
1
5൰

௫

− 5 ൬
1
2൰

௫
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Luego: ∫ ଶೣశభିହೣశభ

ଵ଴ೣ
ݔ݀ = 2∫ ቀଵହቁ

௫
ݔ݀ − 5∫ቀଵଶቁ

௫
ݔ݀ = 

 
 

2න 5ି௫݀ݔ − 5න2ି௫݀ݔ 

 
 
Calculemos una, la otra se obtiene de forma análoga: 
 

2න 5ି௫݀ݔ 

 
Sea ݑ = 5ି௫ ⇒ ݑ݀ = −5ି௫ ln(5)݀ݔ ⇒ ିଵ

୪୬(ହ)
ݑ݀ = 5ି௫݀ݔ , entonces  

 
2∫ 5ି௫݀ݔ = 2 ∙ ିଵ

୪୬(ହ)∫   =ݑ݀
 
 
2 ∙ ିଵ

୪୬(ହ)
ݑ +   =ܥ

 
2 ∙ ିଵ

୪୬(ହ)
5ି௫ +   ܥ

 
 
Luego para  5∫ 2ି௫݀ݔ = 5 ∙ ିଵ

୪୬	(ଶ)
2ି௫ +   Por lo tanto . ܥ

 
2∫ 5ି௫݀ݔ − 5∫2ି௫݀2 = ݔ ቀ ହషೣ

୪୬(ହ)
ቁ + 5 ቀ ଶషೣ

୪୬	(ଶ)
ቁ +   ܥ

 
Calcule las siguientes integrales 
 
2a) (7 puntos) ∫ ݁√௫݀ݔସ

ଵ  
 
 
Sea ݕଶ = ݔ ⇒ ݕ݀ݕ2 =   ݔ݀
 
Cambio de los límites de integración: Si ݔ = 1 ⇒ ݕ = 1, si ݔ = 4 ⇒ ݕ = 2.  
 
Luego 
 
∫ ݁√௫݀ݔସ
ଵ = 2∫ ݁௬ݕ	ݕ݀ଶ

ଵ    
 

Integración por partes:  
ݑ = ݕ ⇒ ݑ݀ =  ݕ݀
ݒ݀ = ݁௬݀ݕ ⇒ ݒ = ݁௬ 
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Ahora 2∫ ݁௬ݕ	ݕ݀ଶ
ଵ = 2 ቀ݁ݕ௬หଶଵ− ∫ ݁௬݀ݕଶ

ଵ ቁ  
 
 

2 ൬݁ݕ௬ ฬ
2
1 − ݁௬ ฬ

2
1൰ = 

 
2݁ଶ   
 
 

2b) (8 puntos) ∫ √ସ௫మିଵ
௫

 .ݔ݀

 
Sea 2ݔ = sec	(ߠ) entonces, ݀ݔ = ଵ

ଶ
sec	(ߠ)tan	(ߠ)݀ߠ  

 
Luego 4ݔଶ − 1 = secଶ(ߠ) − 1 = tanଶ(ߠ), entonces se considera la siguiente integral 
 
 

∫
౪౗౤	(ഇ)౩౛ౙ	(ഇ)౪౗౤	(ഇ)

మ
౩౛ౙ	(ഇ)

మ

ߠ݀ =  

 

න tanଶ(ߠ)݀ߠ = 

 
∫ secଶ(ߠ) − ߠ݀	1 =  
 
(ߠ)݊ܽݐ − ߠ + ܥ =  
 
 
ଶݔ4√ − 1 − secିଵ(2ݔ) +   ܥ
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2c) (10 puntos) ∫ ௫మା଻௫ି଺
(௫ାଵ)(௫మିସ௫ା଻)

  .ݔ݀

Descomponiendo en fracciones parciales, se tiene: 
 
 ௫మା଻௫ି଺
(௫ାଵ)(௫మିସ௫ା଻)

= ஺
(௫ାଵ)

+ ஻௫ା஼
(௫మିସ௫ା଻)

  
 

ଶݔ + ݔ7 − 6
ݔ) + ଶݔ)(1 − ݔ4 + 7) =

ଶݔ)ܣ − ݔ4 + 7) + ݔܤ) + ݔ)(ܥ + 1)
ݔ) + ଶݔ)(1 − ݔ4 + 7)  

 
ଶݔ + ݔ7 − 6 = ଶݔ)ܣ − ݔ4 + 7) + ݔܤ) + ݔ)(ܥ + 1)  
 
ܣ = −1  
 
ܥ = 1  
 
ܤ = 2  
 
 
Luego 
 
∫ ௫మା଻௫ି଺

(௫ାଵ)(௫మିସ௫ା଻)
ݔ݀ = 	− ∫ ଵ

௫ାଵ
ݔ݀ + ∫ ଶ௫ିସ

௫మିସ௫ା଻
ݔ݀ + ହ

ଷ ∫
ଵ

ቀೣషమ
√య

ቁ
మ
ାଵ

 =   

 
− ln|ݔ + 1| + ln|ݔଶ − ݔ4 + 7| + ହ√ଷ

ଽ
݊ܽݐܿݎܽ ቀ௫ିଶ

√ଷ
ቁ +   ܥ

 
 
 
2d) (7 puntos) ∫ senସ(ݔ)݀ݔ. 
 
 

∫ cosଶ(ݔ)݀ݔ = ∫ቀଵାୡ୭ୱ	(ଶ௫)
ଶ

ቁ
ଶ
ݔ݀ =  

 
 
ଵ
ସ ∫(1 + 2 cos(2ݔ) + cosଶ(2ݔ))݀ݔ =  
 
1
4 ݔ +

(ݔ2)݊݁ݏ
4 +

1
4
න

1 + cos	(4ݔ)
2 ݔ݀ = 

 
 
1
8 ݔ +

(ݔ2)݊݁ݏ
4 +

1
8 ݔ +

1
32 ݊݁ݏ

(ݔ4) = 
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3a) (6 puntos) ∫ ௘ೣ

ଵା௘మೣ
ାஶݔ݀

଴  = 
 
 

lim
௡→ஶ

ቆන
݁௫

1 + (݁௫)ଶ ݔ݀
௡

଴
ቇ		 = 

 
 
Calculando ∫ ௘ೣ

ଵା(௘ೣ)మ
ݔ݀ = arctan	(݁௫) +   ܥ

 
Luego 
 

lim
௡→ஶ

ቆන
݁௫

1 + (݁௫)ଶ ݔ݀
௡

଴
ቇ		 = lim

௡→ஶ
arctan(݁௫) ቚ

݊
0 = lim

௡→ஶ
arctan(݁௡)− arctan(݁଴) = 

 
 
ߨ
2 −

ߨ
4 =

ߨ
4 

 
 
Por lo tanto ∫ ௘ೣ

ଵା௘మೣ
ାஶݔ݀

଴   converge a గ
ସ
 

 
 

3b) (5 puntos) ∫ sec	(ݔ)݀ݔ
ഏ
మ
଴  = 

 
 

lim
௡→గଶ

షන sec	(ݔ)݀ݔ
௡

଴
= 

 
 
De la parte 1a)  
 
lim
௡→గଶ

ష ln|sec(ݔ) + tan	(ݔ)| ቚ
݊
0 = 

 
lim
௡→గଶ

ష ln|sec(݊) + tan	(݊)| − ln 1 = 

 
lim
௡→గଶ

ష ln|sec(݊) + tan	(݊)| − ln 1 = +∞ 

 

Por lo tanto, ∫ sec	(ݔ)݀ݔ
ഏ
మ
଴  diverge 


