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Instrucciones

1.
2.

Lea cuidadosamente cada instruccion y cada pregunta antes de contestar.

Este examen consta de 3 partes: seleccion tnica (3 puntos), respuesta corta (4 puntos)
y desarrollo (34 puntos), para un total de 41 puntos.

La prueba estd disenada para ser resuelta en maximo 2 horas y 30 minutos. A quienes
inicien tarde no se les repondra el tiempo perdido.

La prueba debe resolverse individualmente.

Anote en su cuaderno de examen todas las respuestas de las tres partes
del examen en forma clara, ordenada, con letra legible y utilizando lapicero de tinta
azul o negra. Trabaje con el mayor orden y aseo posible. Las respuestas anotadas en el
enunciado de la prueba no seran tomadas en cuenta.

En los items de seleccién tinica, usted debera indicar en el cuaderno de examen
el nimero de item e indicar la letra que corresponde a la opciéon que completa en
forma correcta y verdadera la expresion dada. Solo se calificara la opcion de respuesta
seleccionada que se encuentre escrita en el cuaderno de examen.

Para responder la parte de desarrollo debe incluir todos los procedimientos que llevan a
la respuesta. Si alguna respuesta o procedimiento esta desordenado, éste no se calificaré.

Utilice tinicamente boligrafo de tinta indeleble en sus respuestas. En caso de utilizar
lapiz o corrector, esto podra afectarle si deseara hacer reclamos.

Recuerde que puede utilizar calculadora cientifica, que no sea programable ni grafica-
dora.
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I parte: Seleccion tnica

Escriba en el cuaderno de examen la letra que corresponde a la respuesta que usted con-
sidere correcta. (3 puntos, un punto cada respuesta correcta)

Para los tres items de esta seccion, se considera una funcion f : R — R dos veces derivable,
y la siguiente tabla de signos para las funciones f'y f”:

—00 0 1 2 3 +00

JE(C) T A S N I -

G N e e R

1. ;Cuél de los siguientes es un intervalo donde la grafica de f es, con certeza, decreciente
y concava hacia arriba?

A) 1,2]
B) ]3,4[
C) ]-1,1]
D) ]-1,0]

2. Considere las siguientes proposiciones:

I. Si f”(0) =0, entonces f tiene un punto de inflexiéon en = = 0.

II. f tiene al menos dos puntos criticos.

Con base en la informaciéon anterior, ;cudl o cuéles de las proposiciones anteriores son,
con certeza, verdaderas?



Calculo 2023 MATEM-UCR

3. Considere las siguientes proposiciones:

I. La derivada [’ tiene un méaximo local en x = 1.

IT. f tiene un minimo local en x = 0

Con base en la informacion anterior, ;cual o cuéles de las proposiciones anteriores son,
con certeza, verdaderas?

A) Sololal

C

)

B) Solo la II
) Ambas
)

D) Ninguna
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IT parte: Respuesta Corta

En la siguiente imagen se presenta la grafica de una funcién f. Determine lo que se le
solicita y anote su respuesta en el cuaderno de examen. Si un limite es infinito, no debe
escribir “no existe”, sino el infinito con el signo correspondiente. (4 puntos)

1. Un valor de x donde f tiene un maximo local
2. El conjunto solucion de f'(z) <0
3. Un intervalo donde f”(z) > 0

4. lim f'(x)

T——4+
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III parte: Desarrollo

Debe escribir en su cuaderno de examen todos los procedimientos que justifiquen su
respuesta. Realice los ejercicios del 1 al 4. Luego, puede escoger entre realizar o bien el
ejercicio b, o bien el ejercicio 6. Realizar ambos no supone puntos adicionales: si realiza
ambos se calificara solamente el primero que aparezca en su cuaderno.

1. Utilizando la regla de L’Hopital, calcule el limite (6 puntos)

1
{ 22
}EILI(I) cos(x)=7.

2. Calcule la derivada de la funcion f(z) = 2*°*1. No es necesario simplificar el resultado.

(6 puntos)

3. Cousidere la funcion con criterio g(z) = —22%%3 + 22?2 4 z. Demuestre que g tiene un
punto critico en el intervalo [—1,1]. (5 puntos)

4. Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva dada por In(y) = zy + = + In(2)
en el punto (0, 2). (9 puntos)

5. La funcién que modela las ganancias diarias de una empresa a partir de la venta de un

producto es
U(z) = (z —30)* (z +5)°,

donde x es la cantidad en unidades de producto que se vende cada dia. Si la fabrica de
la empresa tiene la capacidad de generar entre 0 y 45 unidades por dia, ;cudl cantidad
de venta le generara a la empresa mayores ganancias? (8 puntos)

6. Un laboratorio de pinturas esta desarrollando una nueva féormula, para lo cual necesitan
estudiar la viscosidad de la nueva pintura. Para ello, se derraman 300 cm?® de pintura
sobre una placa de vidrio (el volumen de la pintura es constante a través del estudio).
La pintura se expande sobre la placa en forma cilindrica, aumentando su radio y dis-
minuyendo su espesor. Cuando el derrame de pintura alcanza un radio de 20 cm, el
radio crece a razéon de 1,2 cm/s. ;Qué tan rapido disminuye el espesor del cuerpo de
pintura en ese momento?

(8 puntos)

Nota para el ejercicio 6: recuerde que la formula para el volumen de un cilindro es
V = 7r?h donde r es el radio de la base y h la altura del cilindro.No utilice aproxima-
ciones decimales en su procedimiento. No olvide las unidades en su respuesta.

Fin del examen
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Proyecto MATEM-Calculo
I Examen Parcial 2023- Solucionario

I parte: Seleccién tnica

1. D 2. B 3. C

II parte: Respuesta Corta

En la siguiente imagen se presenta la gréafica de una funcién f. Determine lo que se le
solicita y anote su respuesta en el cuaderno de examen. Si un limite es infinito, no debe
escribir “no existe”, sino el infinito con el signo correspondiente. (4 puntos)

1. Un valor de x donde f tiene un maximo local: x = 1.
2. El conjunto soluciéon de f'(z) < 0: |—4,—2[ U |1,2[ U |2,4]
3. Un intervalo donde f”(z) > 0: cualquier subintervalo de |—4, —1]

4. lim f'(x) = —o0

r——471
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I1I parte: Desarrollo
1. Utilizando la regla de L’Hopital, calcule el limite

1
3 22
glﬁlil[l) cos(x)a2.

Método 1:
, 1 In(cos(z))
22 = B —
i os(e) = ey (45,

1n<cos<x>>> .

) >
exp (I 2>

>
20 21 cos(m)) >

e (1

sen(z)

T

Método 2:
Se toma y = 1fII(l)COS($)w%, de esta manera
r—
. In(cos(z))
In(y) = glclg(l) — 2 Luego:
In(cos(z)) L ;zzr(lg) g
lim ————= = lim ————
z—0 2 =0 21 >
= lim Ln(m) >
20 22 cos(x)
— tm sen(z) -1
=0 T 2 cos(x) >
—1
Bl >
Como In(y) = 3, entonces y = ez,

(6 puntos)

Distribucién de puntos:

1pt pasar a base e

1pt meter el limite dentro de la exponen-
cial

2pts aplicacion de la regla de ’'Hopital

1pt separar la fraccion para usar limites
especiales

1pt evaluar limites

Distribucién de puntos:

1pt introducir el logaritmo y simplificar
2pts aplicacion de la regla de I’'Hopital

1pt separar la fraccion para usar limites
especiales

1pt evaluar limites

1pt despejar el valor del limite



Calculo 2023 MATEM-UCR

2. Calcule la derivada de la funcion f(z) = 2!, No es necesario simplificar el resultado.(6
puntos)

Método 1:
Distribucién de puntos:

> 1pt pasar a base e

1pt derivada de la exponencial

v

P +1 ( (z241) 1n(w)>

v

_ @+ 1) In(a) | (z2+ 1)1 1pt aplicar regla de la cadena

n(z))’
_ p(@+1)In(z) (Qm In(z) + 2?4 1) 1pt aplicar regla del producto
x

v

> 1pt derivada del polinomio
> 1pt derivada del logaritmo
Método 2:
Distribucién de puntos:
In(f(z)) = (2* + 1) In(z) > 1pt introducir el logaritmo y simplificar
= h/l(ﬂx))/ = (=" + 1>21n(3i)), > 1pt derivada de In(f(x))
~ {cf((;f)) = Zeln(e) + . > 1pt aplicar regla del producto
= fl(z) = f(z) <2:c In(z) + xQZ 1> > 1pt derivada del polinomio
L Ple) = o <2x In(a) + 22 + 1) > 1pt derivada de In(x)
. > 1pt despejar f'(x)
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3. Considere la funcion con criterio g(z) = —z?%%® + 22022 + . Demuestre que ¢ tiene un
punto critico en el intervalo [—1,1]. (5 puntos)

Note que g es continua en [—1,1], y derivable en |—1,1[, ya que es un polinomio. El
teorema del valor medio indica que existe ¢ € |—1, 1] tal que:

oy 9(1) —g(=1)
Pero vea que g(1) = g(—1) = 1. Luego, ¢'(c) = 0. Es decir, ¢ es un punto critico de g.

Distribucién de puntos:

> 1pt justificar que la funcién es continua y derivable
> 2pts aplicar el teorema del valor medio en el intervalo dado
> 1pt simplificar el valor de ¢'(c)

> 1pt concluir que ¢ es punto critico

4. Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva dada por In(y) = zy + = + In(2) en
el punto (0, 2). (9 puntos)

Si la ecuacion de la recta tangente que buscamos es y = ma + b, entonces m = y'|(0,2)-
Determinamos la derivada implicita:

/
In(y) = (zy + . +1In(2)) = % =y+ay +1
/
= g—xy’:y—l—l
Yy
1
= y,::1y+
= —x
y
De esta manera,
, 241
m:y|(072):1—026

1
Para encontrar el valor de b evaluamos el punto en la ecuacion: 2=6-0+b = b= 2.
Entonces, la ecuaciéon de la recta buscada es y = 6x + 2

Distribucién de puntos:

> 2pts derivada de In(y) (1pt derivada del logaritmo, 1pt regla de la cadena)
> 2pts regla del producto en zy

> 1pt derivada de z + In(2)

> 2pts despejar y evaluar i/

> 1pt valor de b

>

1pt concluir la ecuaciéon de la recta tangente
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5. La funcion que modela las ganancias diarias de una empresa a partir de la venta de un
producto es
U(z) = (z — 30)* (x +5)%,

donde z es la cantidad en unidades de producto que se vende cada dia. Si la fabrica de la
empresa tiene la capacidad de generar entre 0 y 45 unidades por dia, jcual cantidad de
venta le generara a la empresa mayores ganancias? (8 puntos)

Estamos buscando el maximo absoluto de la funcion U(z) en el intervalo [0, 45]. Calcu-
lamos los puntos criticos:

U'(x) = 4(z — 30)*(z + 5)* 4+ 2(z — 30)*(z + 5)
2(x — 30)*(x + 5)(2(x + 5) + 2 — 30)
2

(z — 30)*(z + 5)(3z — 20)

Los puntos criticos se ecuentran cuando U’(z) = 0. Tenemos 3 posibilidades:

r—30=0 = x=30
r+5=0 = x=-5

20
3r—20=0 = T==

Note que el punto critico x = —5 esté fuera del dominio que estamos trabajando, por lo
que lo excluimos. Para encontrar el maximo, evaluamos U en los puntos criticos de interés
y los extremos del intervalo:

20
U(30) =0 U (3) = 40346 021,95 U(0) = 20250000 U(45) = 126 562 500

Se concluye que el maximo absoluto esta en x = 45. Es decir, la cantidad de unidades que
genera la mayor ganancia es 45 unidades.

Distribucién de puntos:

> 2pts calcular U'(x) (1pt regla del producto, 1pt factorizacion)
2 pts soluciones de U’'(x) = 0 (1pt igualar los factores a cero, 1pt despejar)

1pt excluir el punto critico r = —5

>

>

> 1pt evaluar en los puntos criticos

> 1pt evaluar en los extremos del intervalo
>

1pt determinar el méximo

10
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6. Un laboratorio de pinturas esta desarrollando una nueva formula, para lo cual necesitan
estudiar la viscosidad de la nueva pintura. Para ello, se derraman 300 cm?® de pintura
sobre una placa de vidrio (el volumen derramado no cambia). La pintura se expande sobre
la placa en forma cilindrica, aumentando su radio y disminuyendo su espesor. Cuando el
derrame de pintura alcanza un radio de 20 cm, el radio crece a razéon de 1,2 cm/s. [Qué
tan rapido disminuye el espesor del cuerpo de pintura en ese momento? (8 puntos)

Nota para el ejercicio 6: recuerde que la formula para el volumen de un cilindro es
V = mr?h donde r es el radio de la base y h la altura del cilindro.No utilice aproximaciones
decimales en su procedimiento. No olvide las unidades en su respuesta.

La formula del volumen del cilindro que se forma es V = nr?h, donde r es el radio de la
base y h la altura (el espesor del cuerpo de pintura). Note que r, h cambian respecto al
tiempo, por lo que r = r(t) y h = h(t) son funciones del tiempo.

Ahora, si ty es el momento en que r(ty) = 20, entonces 7'(tg) = 1,2. Ademas, utilizando
la ecuacion del volumen, y el volumen dado de pintura, se tiene:

300 3

=7 -20%h(t hty) = — = —.
300 ™ 0 (0) = (0) 1007 e

Estamos buscando la razén de cambio de h en el momento £y. Es decir, estamos buscando
R (to). Vea que
300 = 77 (to)*h(to).

Realizamos derivacion implicita para determinar A/ (ty):
0 = 277 (to)r’ (to)h(to) + 7r(te)*H (to).
Ahora reemplazamos los datos que conocemos (a saber, r(ty),r'(to) v h(to)):
3
0=27-20-1,2- — +7-20%- W (t)
4m

Despejando, se obtiene

—144
B (ty) = :
(to) = {500
Es decir, el espesor del cuerpo de pintura disminuye a razén de 1é§§ﬂ cm/s

Distribucién de puntos:

> 1pt establecer que r'(tg) = 1,2
> 1pt determinar el valor de h(ty)

> 3pts derivacion de la ecuacion (1pt derivada de la constante, 1pt regla del producto,
1pt regla de la cadena)

v

1pt reemplazar valores conocidos en la ecuacién
Ipt despejar h'(to)

1pt razoén de disminucién correcta

v Vv
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